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Аннотация. Методом параметризации построена асимптотика решения модельного 

одномерного сингулярно возмущенного уравнения Лайтхилла. Особенность задачи 

заключается в том, что в точке x=0 существует особая точка. Доказано, что в этой особой 

точке решение сингулярно возмущенной задачи Лайтхилла резко меняет свое значение, т. е. 

происходит явление скачка. Вычислено значение этого скачка. 

 

Abstract. The asymptotics of the solution of the model one-dimensional singularly perturbed 

Lighthill equation is constructed by the parametrization method. A feature of the problem is that 

there is a singular point at the point x=0. It is proved that at this singular point the solution of 

the singularly perturbed Lighthill problem changes its value sharply, i.e., jump occurs. The value of 

this jump is calculated. 

 

Ключевые слова: принцип индукции, метод мажорант, особая точка, асимптотика, 

скачок. 
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Для построения и решения задач использовали работы ряда авторов [1-9}. 

Рассмотрим следующую задачу: 
 

(𝑥 + 𝜀𝑢)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑟(𝑥), (1) 

 

𝑢(1) = 𝑢0, (2) 
 

где 0 < 𝜀 ≪ 1 - малый параметр, 𝑥 ∈ [0,1],  𝑢0 — известная постоянная, 𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈

𝐶∞[0,1] . 

Требуется методом параметризации исследовать скачок решения в начальной точке 

𝑥 = 0. В уравнении (1) введем параметр 𝜉 ∈ 𝜉0[(𝜀), 1], где 𝜉0(𝜀)- пока неизвестно, и  𝜉0(0) <

0. Если выполняется следующее неравенство 
 

𝑥(𝜉) + 𝜀𝑢(𝜉) ≠ 0, (3) 
 

то уравнение (1) эквивалентно следующей системе уравнений 
 

𝜉
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑟(𝑥(𝜉)) − 𝑞(𝑥(𝜉))𝑢(𝜉), 𝑢(1) = 𝑢0 (4.1) 
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𝜉
𝑑𝑢

𝑑 𝜉
= 𝑥( 𝜉) + 𝜀𝑢( 𝜉),  𝑥(1) = 1 (4.2) 

 

Исследуем решение системы уравнений (4.1) и (4.2). Решение будем искать в виде 

рядов: 
 

𝑢(𝜉) = 𝑢0(𝜉) + 𝜀𝑢1(𝜉) + 𝜀2𝑢2(𝜉) + ⋯ (5.1) 
 

𝑥 = 𝜉 + 𝜀𝑥1(𝜉) + 𝜀2𝑥2(𝜉) + ⋯ (5.2) 
 

Здесь 𝑢𝑗(𝜉) (𝑗 = 0,1,2,3, … ),      𝑥𝑘(𝜉)(𝑘 = 1,2,3, … )  пока неизвестные функции и 

𝑢0(1) = 𝑢0,    𝑢𝑘(1) = 0, 𝑥𝑘(1) = 0,   (k=1,2,3…). 

Подставляя (5.1), (5.2), соответственно, в (4.1) и (4.2) получаем: 
 

𝜉 ∑
𝑑𝑢

𝑑𝜉
(𝜉)𝜀𝑘

∞

𝑘=1

= 𝑟(𝜉) + ∑ 𝑟𝑗

∞

𝑗=1

(𝜉)(𝜀𝑥1 + 𝜀2𝑥2 + ⋯ )𝑗 + 

+ [𝑞(𝜉) + ∑ 𝑞𝑗

∞

𝑗=1

(𝜉)(𝜀𝑥1 + 𝜀2𝑥2 + ⋯ )𝑗] [𝑢0(𝜉) + 𝜀𝑢1 + ⋯ ], 

𝜉 + ∑ 𝜀∞
𝑘=1

𝑑𝑥

𝑑𝜉
𝑘(𝜉) = 𝜉 + ∑ 𝑥𝑗

∞
𝑗=1 (𝜉)𝜀𝑗 + 𝜀 ∑ 𝑢𝑗(𝜉)𝜀𝑗∞

𝑗=1 . 

Отсюда, если приравнять коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра, 

то имеем 
 

𝑟𝑘(𝜉) =
1

𝑘!
 
𝑑𝑘𝑟(𝜉)

𝑑𝜉𝑘
,    𝑞𝑗(𝜉) =

1

𝑗!
 
𝑑𝑗𝑞(𝜉)

𝑑𝜉𝑗
. 

𝜉
𝑑𝑢0

𝑑𝜉
= −𝑞(𝜉)𝑢0(𝜉) + 𝑟(𝜉),    𝑢0(1) = 𝑢0, 

𝐿𝑢1(𝜉) ≔ 𝜉
𝑑𝑢1

𝑑𝜉
+ 𝑞(𝜉)𝑢1(𝜉) = 𝑟1(𝜉)𝑥1(𝜉) + 𝑞1(𝜉)𝑥1(𝜉)𝑢0(𝜉). 

(6.0) 

 

𝑢1(1) = 0. (6.1) 
 

𝑀𝑥1(𝜉) ≔ 𝜉
𝑑𝑥1(𝜉)

𝑑𝜉
− 𝑥1(𝜉) = 𝑢0(𝜉),  𝑥1(1) = 0 (7.1) 

 

𝐿𝑢2(𝜉) = 𝑟1𝑥2 + 𝑟2𝑥1
2 + 𝑞1𝑥2𝑢0(𝜉) + 𝑢1𝑞1(𝜉)𝑥1 = 

= 𝑟1𝑥2 + 𝑞1𝑟2𝑢0 + 𝑓1(𝑥1, 𝑢1), 𝑢2(1) = 0 

(6.2) 

 

𝑀𝑥2 = 𝑢2(𝜉), 𝑥2(1) = 0,…. … … … … ….  … … 

𝐿𝑢𝑚(𝜉) = 𝑟1𝑥2 + 𝑞1𝑥𝑚𝑢0 + 𝑓𝑚(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚−1, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚+1), 

(7.2) 

 

𝑢𝑚(1) = 0. (6.m) 
 

𝑀𝑥𝑚 = 𝑢𝑚−1(𝜉), 𝑥𝑚(1) = 0, 

…. … … … … ….  … … 

(7.m) 

 

Функция 𝑓𝑚(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚−1, 𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑚−1)  – (6.0) — решение, зависящее только от 

функций, состоящих из собственных аргументов 
 

𝑢0(𝜉) = 𝑢0𝑒𝑥𝑝 {− ∫ 𝑞(𝑠)𝑠−1𝑑𝑠 + 𝑃(𝜉) ∫ 𝑃−1(𝑠)𝑠−1𝑟(𝑠)𝑑𝑠
𝜉

1

𝜉

1
}, (8) 

 

Здесь 
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𝑃(𝜉) = 𝑒𝑥𝑝 [− ∫ 𝑞(𝑠)𝑠−1𝑑𝑠
𝜉

1

] = 𝑠−𝑞0𝑒𝑥𝑝 {− ∫
𝑞(𝑠) − 𝑞0

𝑠

𝜉

1

} 𝑑𝑠 = 

= 𝜉−𝑞𝑄(𝜉),   𝑄(𝑠) = 𝑒𝑥𝑝 {− ∫
𝑞(𝑠)−𝑞0

𝑠

𝜉

1
𝑑𝑠}. 

Мы считаем 

𝑞0 = 𝑞(0) > 0. 

Тогда  (8)  
 

𝑢0(𝜉)~𝜉−𝑞𝑄(0) = 𝜉−𝑞0 ,     𝜉 → 0.          (𝑎𝑖 = 𝑄(0)) (9) 
 

Другими словами 

𝜉 → 0 при  𝑢0 → ∞. 

𝑎0 = 𝑎(0) [𝑢0 + ∫ 𝑠−1+𝑞0
0

1

] 𝑄−1(𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠 

Теперь из (7.1) 

𝑥1(𝜉) = 𝜉 ∫ 𝑠−2𝑢0(𝑠)𝑑𝑠
𝜉

1

~𝜉 ∫ 𝑢0𝑠−𝑞0−2𝑑𝑠
𝜉

1

~ − 𝛽𝜉−𝑞0 , 𝜉 → 0, 𝛽 =
𝑢0

1 + 𝑞0
 

Другими словами 
 

𝑥1(𝜉)~ − 𝛽1𝜉−𝑞0 , 𝜉 → 0 (10) 
 

Теперь из (6.1). 
 

𝐿𝑢1(𝜉)~𝐴1𝜉−2𝑞0−𝑎, 𝜉 → 0 (11) 
 

Здесь мы пишем 𝐴1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то из (11). 
 

𝑢1(𝜉)~𝜉−𝑞0 ∫ 𝑠𝑞0−1𝑑𝑠𝐷1~𝜉−2𝑞0𝐵1,          𝜉 → 0
𝜉

1

.  𝐵1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 

Теперь найдем асимптотику 𝑥2(𝜉)- из (7.2). 
 

𝑥2(𝜉) = 𝜉 ∫ 𝑠−2𝑢1(𝑠)𝑑𝑠
𝜉

1
~𝜉 ∫ 𝐵1𝑆−2𝑞0−2𝑑𝑠~𝛽2𝜉−2𝑞0 ,

𝜉

1
      𝜉 → 0. 

 

Теперь из (6.2) 
 

𝐿𝑢2(𝜉)~𝐴2𝜉−3𝑞0,  𝜉 → 0. 

Из этого 

𝑢2(𝜉)~𝜉−𝑞0 ∫ 𝑠2𝑞0−1𝑑𝑠𝐵1~𝐵2𝜉−𝑞0 ,          𝜉 → 0
𝜉

1
. 

 

Далее по полной математической индукции 
 

𝑥𝑘(𝜉)~ − 𝛽𝑘𝜉−𝑘𝑞0 , 𝑢𝑘(𝜉)~𝐵1𝜉−𝑘𝑞0 , 𝜉 → 0. 
 

Значить, асимптотика решения системы уравнений (4.1) и (4.2.) примет вид: 
 

𝑢(𝜉)~𝜉−𝑞0[𝑎0 + 𝐵1𝜉−𝑞0𝜀 + 𝐵2(𝜉−𝑞0𝜀) + ⋯ + 𝐵𝑘(𝜉−𝑞0𝜀) + ⋯ ] 

𝑥(𝜉)~𝛽[𝜉̅ + 𝛽1𝜉−𝑞0𝜀 + 𝛽2(𝜉−𝑞0𝜀)2 + ⋯ + 𝛽𝑛(𝜉−𝑞𝜀)𝑛 + ⋯ ] 

(12) 

 

Из (12) этот ряд является асимптотическим рядом. Если 
 

𝜉 ∈ {𝜀𝑞0+𝛾, 1} (13) 
 

Если (0 < 𝛾 < 1). 
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Теперь 

𝑥(𝜉̅) = 𝜉 −
𝑎0

1 + 𝑞0
𝜉−4𝜀 + 𝑂(𝜀2) (14) 

 

Если мы найдем, какое значение 𝜉 соответствует 𝑥 = 0  из уравнения 
 

𝜉0(𝜀)~(𝜀
𝑎0

1+𝑞1
)

1

𝑞0+1 > 0, 𝜉 → 0 
(15) 

 

Тогда из (12.1) 

𝑢(0)~(𝜀
𝑎0

1 + 𝑞1
)

−𝑞0
𝑞0+1 

(16) 

 

Следовательно, (16) есть скачок решения в точке x=0. Таким образом, мы получили 

формальное доказательство следующего уравнения. Теперь проверим, когда уравнения (1) и 

(4) эквивалентны. 

𝑥(𝜉 + 𝜀𝑢(𝜉)) = 𝜉 − 𝜀
𝑎0

1 + 𝑞0
𝜉−𝑞0 + 𝜀𝑎0𝜉−𝑞0 + 𝑂(𝜀2) = 𝜉 + 𝜀𝜉−𝑞0𝑎0

𝑞0

1 + 𝑞0
+ 𝑂(𝜀2), 𝜀 → 0 

Это выражение будет нулен, если 
 

𝜉~(−
𝜀𝑞0𝑎0

1+𝑞0
)

1

1+𝑞0,  𝑎0 > 0 оно мнимое. 

 

Таким образом 𝑥(𝜉) + 𝜀𝑢(𝜉) ≠ 0    если 𝑎0 > 0 , то есть системы (1) и (4) эквивалентны 

при 𝑎0 > 0. 

Теорема. Если  

𝑎0 = 𝑄(0) [𝑢0 + ∫ 𝑠−1+𝑞0𝑄(𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠
0

1

] > 0 

То решение задачи (1) существует на отрезке [0,1] и в точке 𝑥 = 0 будет скачок (16). 

Полное доказательство теоремы доказывается методом мажорант. Случай*, когда 𝑞(0) = 0,   

𝑟(0) = 𝑟0 < 0. В этом случае:  
 

𝑢0(𝑥)~𝑟0𝑙𝑛𝑥 (17) 
 

Будем считать, что 

𝑟0 = 𝑟(0) < 0 (18) 
 

Тогда из уравнений предыдущего случая* 
 

𝑥1(𝜉) = 𝜉 ∫ 𝑠−2𝑢0(𝑠)𝑑𝑠
𝜉

1

~𝜉 ∫ 𝑠−2𝑟0𝑙𝑛𝑆𝑑𝑠
𝜉

1

|
𝑢 = 𝑙𝑛𝑆

𝑑𝑣 = 𝑆−2𝑑𝑠
𝑉 = −𝑆−1| = ~ 

~𝜉𝑟0𝑙𝑛𝑆(−𝑠−1)|𝜉
1

+ 𝜉 ∫ 𝑙𝑛𝑆 ∙ 𝑆−1𝑑𝑠
𝜉

1
~ − 𝑟0𝑙𝑛𝜉, 𝜉 → 0 т.е. 

 

𝑥1(𝜉)~ − 𝑟0𝑙𝑛𝜉 (19) 
 

Теперь определим 𝑢1(𝜉). Из предыдущего пункта (6.1). 
 

𝑢1(𝜉)~𝑃(𝜉) ∫ 𝑃−1(𝑠)
𝜉

1

𝑙𝑛2(𝑠)𝑟0
2𝑠−1𝑑𝑠~𝐵1𝑙𝑛3𝜉𝑑𝑠, 𝜉 → 0 

𝐵1 = 𝑞1(0)𝑟0 > 0 

(20) 

 

Отсюда 

𝐵1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 
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Теперь определим 𝑥2(𝜉). 
 

𝑥2(𝜉) = 𝜉 ∫ 𝑠−2𝜉

1
𝑢1(𝑠)𝑑𝑠~ − 𝛽1𝑙𝑛3𝜉,  𝛽2 = −𝛽1 < 0 (21) 

 

Если 𝑢2(𝜉) − функция 

𝑢2(𝜉)~𝑃(𝜉) ∫ 𝑙𝑛4(𝑠)
𝜉

1

𝑠−1𝑑𝑠~𝐵2𝑙𝑛5𝜉, 𝜉 → 0 

𝐵2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

По принципу индукции 
 

𝑥𝑚(𝜉)~𝛽𝑚𝑙𝑛2𝑚+1𝜉,      𝜉 → 0.        (𝑚 ≥ 1) 

𝑢𝑚(𝜉)~𝛽𝑚𝑙𝑛2𝑚+1𝜉,      𝜉 → 0.        ∀𝑚 ∈ 𝑁 

(22) 

 

Так что 
 

𝑢(𝜉)~ln 𝜉[𝑟0 + 𝐵1𝜀𝑙𝑛3𝜉 + (𝜀𝑙𝑛3𝜉)2𝐵2 + ⋯ + (𝜀𝑙𝑛3𝜉)𝑚𝐵𝑚 + ⋯ ] 

𝑥(𝜉)~𝜉 − 𝑟0𝜀𝑙𝑛𝜉 + ⋯ + 𝛽𝑚(𝜀𝑙𝑛3𝜉)𝑚 + ⋯ 

𝑥(𝜉) = 0 ⇒ 𝜉 + 𝛽1𝑙𝑛3𝜉𝑞2 = 0 → 𝜉0~𝜀−2𝑙𝑛3𝜀−2𝐵1 > 0 

(23) 

 

В интервале [ξ_0 (ε),1] ряд (23) сходится. 

Теперь 
 

𝑥(𝜉) + 𝜀𝑢(𝜉)~𝜉 + 𝑟0𝑙𝑛𝜉 ≠ 0, 𝜉 ∈ [𝜉0, 1] 
 

Поэтому (1) и (2) эквивалентны в точке 𝑥 = 0  

𝑢(𝜉0)~𝑟0𝑙𝑛𝜉0 

и будет скачком. 
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