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Аннотация. Рассматривается сингулярно возмущенное уравнение (СВУ) первого 

порядка. Основная задача заключается в расщеплении решения заданного уравнения на 

несколько (конечных) составляющих, так чтобы каждая составляющая была доминирующей 

в разных частях рассматриваемой комплексной области и упростила проводимые 

исследования. Для облегчения проводимых исследований проведена замена начальных 

условий на переменные начальные условия на некоторых линиях. 

 

Abstract. In this paper, a singularly perturbed equation (SPE) of the first order is considered. 

The main task is to split the solution of the given equation into several (finite) components, so that 

each component is dominant in different parts of the considered complex region and simplifies the 

conducted research. To facilitate the conducted research, the initial conditions are replaced by 

variable initial conditions on some lines. 

 

Ключевые слова: сингулярно возмущенные уравнения, расщепление решений, 

аналитичские функции, гармонические функции, асимптотические оценки.  
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В ранних работах [1-4] были исследованы асимптотическое поведение решений СВУ в 

комплексных областях. При этом было выявлено, что решения рассматриваемых СВУ в 

разных частях комплексных областей ведёт себя по-разному. Вследствие этого были введены 

понятия погранслойная линия, погранслойные области сингулярные, регулярные области, 

области притяжения. Возникла задача, можно ли произвести расщепление решений  СВУ на 

несколько составляющих, так чтобы каждая из них определяли введеные понятия. Впервые 
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эта задача решена в [5, 6]. Решения рассматриваемых СВУ расщеплены на несколько 

составляющих, а также рассмотрены случаи, когда невозмущенное уравнение имеет 

регулярное и иррегулярное решения.  Исследование проведено заменой дифференциальных 

уравнений интегральными. Решения интегральных уравнений исследованы выбором 

определенных путей интегрирования. При этом были проведены громоздкие вычисления и 

оценки решений на нескольких путях интегрирования. 

Основная цель настоящей работы, привести интегральные уравнения к более удобному 

для оценки виду, заменой начального условия, на переменные начальные условия, на 

некоторых линиях. 

 

Постановка задачи 

Пусть рассматривается уравнение 
 

εx^' (t,ε)=a(t)x(t,ε)+ε(b(t)+f(t,x(t,ε)) (1) 
 

с начальным условием 
 

𝑥(𝑡0, 𝜀) = 𝑥0,  (2) 
 

0<ε- где  малый вещественный параметр; x(t,ε) – неизвестная скалярная функция; 

t∈D⊂C- множество комплексных чисел, а D - некоторая ограниченная область.  

Уравнения вида (1) называются сингулярно возмущенными уравнениями (СВУ). В (1) 

пологая ε=0 получим невозмущенное уравнение (НУ). В данном случае НУ имеет нулевое 

решение. 

Пусть выполняются условия: 

У1. 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) ∈ 𝑄(𝐷) − пространство аналитических функций в 𝐷; 

У2. ∀𝑡 ∈ 𝐷 (𝑎(𝑡) ≠ 0); 

У3. 𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄(𝐻), 𝐻 = {(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ 𝐷, |𝑥| ≤ 𝑐1}, 𝑓(𝑡, 0) ≡ 0; 

Буквами 𝑐1, 𝑐2, … будем обозначать положительных постоянных, не звисящих от 𝜀. 

У4. ∀ ((𝑡, 𝑥̃), (𝑡, 𝑥̃̃)) ∈ 𝐻(|𝑓(𝑡, 𝑥̃) − 𝑓(𝑡, 𝑥̃̃)| ≤ 𝑐2|𝑥̃ − 𝑥̃̃|). 

Решение задачи. 

1. Расщепление решения. 

Для реализации цели в (1) — заменим неизвестную функцию 
 

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑦(𝑡, 𝜀) + П(𝑡, 𝜀), (3) 
 

где y(t,ε),П(t,ε)- новые неизвестные функции.  

(3) подставляя в (1) получим 
 

εП^' (t,ε)=a(t)П(t,ε)+εf(t,П(t,ε)), (4) 
 

П(𝑡0, 𝜀) = 𝑥0; (5) 
 

𝜀𝑦′(𝑡, 𝜀) = 𝑎(𝑡)𝑦(𝑡, 𝜀) + 𝜀 [𝑏(𝑡) + (𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡, 𝜀) + П(𝑡, 𝜀)) − 𝑓(𝑡, П(𝑡, 𝜀))] (6) 

 

(𝑡0, 𝜀) = 0 (7) 
 

Таким образом проведено расщепление решения на два составляющие. (4) – (5) и (6) – 

(7) заменим следующими интегральными уравнениями (далее аргументы неизвестной 

функции будем опускать) 
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П = 𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡)

𝜀
+ ∫ 𝑓(𝜏, П)𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

 

(8) 

 

𝑦 = ∫(𝑏(𝜏) + (𝑓(𝜏, 𝑦 + П) − 𝑓(𝜏, П)))𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

 

(9) 

 

где   𝐴(𝑡) = ∫ 𝑎(𝜏)𝑑𝜏.
𝑡

𝑡0
  

2. Геометрические построения 

При построениях используем метод изложенный в [1]. Проведем геометрические 

построения в области D, с использованием линии уровня функций ReA(t),ImA(t). 

Определение. Множества 

(𝑝) = {𝑡 ∈ 𝐷, 𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 𝑝 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 }, 

(𝑞) = {𝑡 ∈ 𝐷,   𝐼𝑚𝐴(𝑡) = 𝑞 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 } 

назовём, соответственно линиями уровня функций  𝑅𝑒𝐴(𝑡), 𝐼𝑚𝐴(𝑡).  Функции 

𝑅𝑒𝐴(𝑡) и 𝐼𝑚𝐴(𝑡)  сопряженно – гармонические, согласно У1, а  их линии уровня – 

аналитические кривые [7-8]. Из множества {(𝑝)}, {(𝑞)} возьмём линии уровня 
 

(𝑝0) = {𝑡 ∈ 𝐷, 𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 0 }, 
(𝑞0) = {𝑡 ∈ 𝐷,   𝐼𝑚𝐴(𝑡) = 0}. 

 

Согласно У2 линии уровня (𝑝), (𝑞)  не имеют точек ветвления. Линии (𝑝0),  (𝑞0) 

пересекаются в точке  𝑡0 и взамно ортогональны в точке пересечения [8]. 

Линия (𝑝0) разделяет некоторую окрестность точки 𝑡0 на две части. Не ограничивая 

общности будем считать, что эта окрестность, область 𝐷 (Рисунок 1). 

 

 
 

Рисунок 1. Деление области  

 

Части обозначим 𝐷1, 𝐷2. Функцию 𝑅𝑒𝐴(𝑡) рассмотрим на линии (𝑞). Известно [8], она 

строго монотонна вдоль линии (𝑞), которая пересекается с (𝑝0).  Точку пересечения 

обозначим 𝑡̃. 

∀𝑡 ∈ (𝑝0) (𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 0) ⇒ 𝑅𝑒𝐴(𝑡̃) = 0. 

Тогда ∀𝑡 ∈ 𝐷1 (𝑅𝑒𝐴(𝑡) ≤ 0 ∨ 𝑅𝑒𝐴(𝑡) ≥ 0), причем равенство имеет место только для  

∀𝑡 ∈ (𝑝0). Для определенности будем считать 
  

∀𝑡 ∈ 𝐷1 𝑅𝑒𝐴(𝑡) ≤ 0.. (10) 
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Если так, то  
 

∀𝑡 ∈ 𝐷2 𝑅𝑒𝐴(𝑡) ≥ 0. (11) 
 

Введём линии уровня 

(p_(-ε) )={t∈D,ReA(t)= εlnε}, 

(p_ε )={t∈D,   ImA(t)=-εlnε}. 

Линиями (𝑝−𝜀), (𝑝𝜀)  области 𝐷1, 𝐷2  также разделяются на части 𝐷1𝜀 , 𝐷11, 𝐷2𝜀 , 𝐷21 

(Рисунок 2). 

 

 
Рисунок 2. Области 𝐷1, 𝐷2 

 

(8) – (9) будем рассматривать в областях 𝐷1𝜀 , 𝐷11, 𝐷2𝜀 , 𝐷21 . Определим пути 

интегрирования. 

Существуют бесконечное множество путей интегрирования. Остановимся только на 

одном варианте. Для 𝑡 ∈ 𝐷1 или 𝐷2, путь состоит из: (𝑝0)[𝑡0, 𝑡̃] ∪ (𝑞)[𝑡̃, 𝑡] (Рисунок 3). Запись 

𝑙[𝑡,̃ 𝑡̃̃], означает часть кривой  𝑙, соединяющая точки 𝑡 ̃ и 𝑡̃̃.  

 

 
 

Рисунок 3. Пути интегрирования для (I) и (II). 

 

3. Исследование асимптотического поведения решений заменой начальных условий на 

переменные. 

Исследование асимптотического поведения решений (8)-(9) проведем методом 

последовательных приближений, которые определим следующим образом 
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П𝑚 = 𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡)

𝜀
+ ∫ 𝑓(𝜏, П𝑚−1)𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

 

П0 ≡ 0, 𝑚 = 1,2, … ; 

(12) 

 

𝑦𝑚 = ∫(𝑏(𝜏) + (𝑓(𝜏, 𝑦𝑚−1 + П) − 𝑓(𝜏, П)))𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

 

𝑦0 ≡ 0, 𝑚 = 1,2, … ; 

(13) 

 

Сначала проведем оценку и докажем равномерную сходимость (12), затем рассмотрим 

(13). Ограничимся рассмотрением варианта I, так как вариант II исследуется аналогично. 

Сначала рассмотрим (12) для ∀𝑡 ∈ (𝑝0). 

Уравнение (𝑝0) представим в виде  

𝜏1 = 𝜏1(𝑠), 𝜏2 = 𝜏2(𝑠),  где 𝑠  длина (𝑝0)  от 𝑡0  до 𝑡 , 0 ≤ 𝑠 < 𝑠0 < +∞,  причем 

𝜏1(𝑠), 𝜏2(𝑠) являются аналитическими функциями. 

С учетом уравнения (𝑝0), (12) представим в виде  
 

П𝑚 = 𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡)

𝜀
+ ∫ 𝑓(𝜏(𝑠̃), П𝑚−1)𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝑡(𝑠)) − 𝐴(𝜏(𝑠̃))

𝜀
×

𝑠

0

 

× (𝜏1
′ (𝑠̃) + 𝑖𝜏2

′ (𝑠̃))𝑑𝜏1
′ (𝑠̃). 

(14) 

Первое приближение определяется так 
 

П1 = 𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡)

𝜀
     и    |П1| = |𝑥0|.   

 

Для последующих приближений справедлива оценка 
 

П𝑚 ≤ |𝑥0| (1 + 𝑐3 𝑠 + ⋯ +
(𝑐3𝑠)𝑚−1

(𝑚 − 1)!
) ≤ |𝑥0|𝑒𝑥𝑝𝑐3𝑠. 

(15) 

 

Для справедливости проводимых операций должно быть |𝑥0|𝑒𝑥𝑝𝑐3𝑠 ≤ 𝑐1. 

Отсюда получаем ограничение на s 
 

𝑠 ≤
1

𝑐3
𝑙𝑛

𝑐1

|𝑥0|
.  (16) 

 

Чтобы доказать сходимость (14), достаточно оценить 

|П𝑚 − П𝑚−1| (𝑚 = 1,2, …). 

Справедлива оценка 
 

|П𝑚 − П𝑚−1| ≤ |𝑥0|
(𝑐3𝑠)𝑚−1

(𝑚−1)!
,  𝑚 = 1,2, …  ,   (17) 

 

Из (17) следует равномерная сходимость (14), для ∀𝑡 ∈ (𝑝0) с ограничением (16), к 

некоторой функции П(𝑡, 𝜀), которая является решением (14). Если учесть (15)-(16), для этого 

решения справедлива оценка  
 

П(𝑡, 𝜀) ≤ |𝑥0|𝑒𝑥𝑝𝑐3𝑠 ≤ 𝑐1, ∀𝑡 ∈ (𝑝0). (18) 
 

Пусть 𝑡 ∈ 𝐷1  и 𝑡 ∉ (𝑝0). Согласно выбранного пути интегрирования, (8) представим в 

виде 
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П = 𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡)

𝜀
+ ∫ 𝑓(𝜏, П)

𝑡̃

𝑡0
𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝑡)−𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏 +  (по (𝑝0)) + ∫ 𝑓(𝜏, П)

𝑡

𝑡̃
𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝑡)−𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏. (19) 

 

В (18) проведем следующее преобразование 
 

П = 𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡) − 𝐴(𝑡̃)

𝜀
[𝑥0𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝑡̃)

𝜀
+ ∫ 𝑓(𝜏, П)

𝑡̃

𝑡0

𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡̃) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏] + 

(по (𝑝0)) + ∫ 𝑓(𝜏, П)
𝑡

𝑡̃
𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝑡)−𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏.     (по (𝑞))  

(20) 

 

В (20), выражение содержащееся в скобке […], дает решение (8) на (𝑝0) с ограничением 

(16) и оценкой (18). 

Таким образом, (20) можно переписать в виде  
 

П = П(𝑡̃, 𝜀)𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡) − 𝐴(𝑡̃)

𝜀
+ ∫ 𝑓(𝜏, П)

𝑡

𝑡̃

𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏. 

(21) 

 

Уравнение (8) преобразовано в уравнение (21) с начальным условием на линии 

(𝑝0), причем начальное значение 𝑡̃  меняется в пределах ограничений (16). Таким образом 

проведено замена исходного начального условия на переменные начальные условия на линии 

уровня. Как и в предыдущем случае к (21) применим метод последовательных приближений, 

которые определяются аналогично (12). 

Для последоовательных приближений справедлива оценка  
 

|П𝑚| ≤ |П(𝑡̃, 𝜀)|𝑒𝑥𝑝
𝑅𝑒𝐴(𝑡)

𝜀
(1 + 𝑐3𝜎 + ⋯ +

(𝑐3𝜎)𝑚−1

(𝑚 − 1)!
) ≤ |П(𝑡̃, 𝜀)|𝑒𝑥𝑝

𝑅𝑒𝐴(𝑡) + 𝜀𝜎𝑐3

𝜀
 . 

(22) 

 

При получении оценки (22), уравнение (𝑞)  представляется в виде 𝜏1 = 𝜏1(𝜎), 𝜏2 =

𝜏2(𝜎), 𝜎 − длина (𝑞) от 𝑡̃ до 𝑡 и 0 ≤ 𝜎 ≤ 𝜎0. В (22) ограничений на 𝜎 не ставится. 

Имеем оценку 

|П𝑚 − П𝑚−1| ≤ |П(𝑡̃, 𝜀)|
(𝑐3𝜎)𝑚−1

(𝑚 − 1)!
𝑒𝑥𝑝

𝑅𝑒𝐴(𝑡)

𝜀
, 𝑚 = 1,2, …   . 

Отсюда следует равномерная сходимость {П𝑚(𝑡, 𝜀)} к некоторой функции П(𝑡, 𝜀) и эта 

функция, решение (21). Усли учесть (22), то справедлива оценка 
 

. |П(𝑡, 𝜀)| ≤ |П(𝑡̃, 𝜀)|𝑒𝑥𝑝
𝑅𝑒𝐴(𝑡)+𝜀𝜎𝑐3

𝜀
 (23) 

 

Из ограничения (16) вытекает существование области 𝐷1
0 ⊂ 𝐷1  и оценки (18), (23) 

верны для 𝐷1
0. 𝐷1

0 содержит части  𝐷11 и 𝐷1𝜀, которые обозначим 𝐷11
0 , 𝐷1𝜀

0 .  

Тогда  𝐷1
0 = 𝐷1𝜀

0 ∪ 𝐷11
0 . 

Из (18), (22) вытекает справедливость следующей оценки 
 

|П(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑐4 {
1, 𝑡 ∈ (𝑝0) ∪ 𝐷1𝜀

0 ;

𝜀𝑛, 𝑡 ∈  𝐷11
0 .

 
(24) 

 

Далее можно рассмотреть случай 𝑡 ∈  𝐷2𝜀
0  и 𝐷21

0  части 𝐷2, ограниченные условием (16). 

Если 𝑡 ∈  𝐷2𝜀
0 , то для для решения (21) имеет место оценка 

|П(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑐4. 

Пусть 𝑡 ∈  𝐷21
0 . Предположим  
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|П(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑐4 ≤ 𝑐1 . (25) 
 

Тогда, из (21) имеем (в этом случае уравнение (𝑞) также представим параметрически) 
 

|П(𝑡, 𝜀)| ≥ 𝑒𝑥𝑝
𝑅𝑒𝐴(𝑡)

𝜀
[||П(𝑡̃, 𝜀)| − 𝑐3 |∫ |П|𝑒𝑥𝑝

−𝑅𝑒𝐴(𝜏(𝑐))

𝜀

𝜏

0
||]. 

(26) 

 

В (26)(−𝑅𝑒𝐴(𝜏(𝑐)) < 0). Следовательно выражение содержащееся в скобке ограничена. 

Так как 𝑅𝑒𝐴(𝑡) ≫ 0, тогда 
 

|П(𝑡, 𝜀)| → ∞ при 𝜀 → 0. 
 

Мы пришли к противоречию , отсюда вытекает П(𝑡, 𝜀) −неограничена для 𝑡 ∈  𝐷21
0 . 

На основе проведенных оценок можем утверждать, что уравнение (8) определяет 

пограничные линии и пограничные области [2].  

Аналогично проводится исследование уравнения (9). Во избежание повторений, 

напишем окончательный результат 
 

|𝑦(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑐3𝜀, 𝑡 ∈ (𝑝0) ∪ 𝐷1𝜀
0 ∪  𝐷11

0 ∪ 𝐷2𝜀
0 ,  

|𝑦(𝑡, 𝜀)| −неограничена для 𝑡 ∈  𝐷21
0 . 

 

При оценке 𝑦(𝑡, 𝜀), ограничение (16) снимается. 𝑦(𝑡, 𝜀) определяет область притяжения 

(ОП) решения (1)-(2) к решению невозмущенного уравнения [3]. 

Вывод 

Проведено расщепление решения задачи (1)-(2) на две составляющие и одна из них 

определяет пограничные линии и пограничные области, а другая ОП. Для облегчения 

проводимых исследований, начальная задача заменена на задачу с переменными начальными 

условиями на линиях уровня гармонических функций. Есть основания считать, такие замены 

присущи для уравнений, рассматриваемых в комплексных областях. 
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