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Аннотация. Актуальность работы обусловлена доказательством корректности задачи 

сопряжения для псевдо-гиперболического уравнения четвертого порядка с разрывными 

коэффициентами. В данной работе использованы методы функции Грина и интегральных 

уравнений, с помощью которых доказана существования и единственность решения первой 

краевой задачи для псевдо-гиперболического уравнения четвертого порядка в частных 

производных. Полученные результаты можно применять в обучении студентов и 

магистрантов математических специальностей. 

 

Abstract. The relevance of the study is justified by proving the correctness of the conjugation 

problem for a pseudo-hyperbolic fourth-order equation with discontinuous coefficients. In this 

work, the methods of Green's function and integral equations are employed to demonstrate the 

existence and uniqueness of solutions for the first boundary value problem of the pseudo-hyperbolic 

fourth-order partial differential equation. The obtained results can be applied in the education of 

students and graduate students in mathematical disciplines. 
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Задачи сопряжения для дифференциальных уравнений частных производных играют 

важную роль в теории и практике моделирования сложных процессов. В частности, 

исследование задач сопряжения для псевдо-гиперболических уравнений с разрывными 

коэффициентами имеет важное значение для описания процессов, характеризующихся 

резкими изменениями параметров в различных областях. Такие уравнения находят 

применение в механике, физике, инженерных науках и многих других областях, где 

встречаются неоднородные среды с различными физическими свойствами, а также границы 

раздела, на которых происходят скачки коэффициентов.  

В частности, численные решение краевых задач для гиперболического уравнения 

четвертого порядка и обзор методов решения дифференциальных уравнений частных 

производных с использованием языка программирования Python рассмотрены в работах [3, 

4]. 

 

Материал и методы исследования 

В области 2 1{( , ) : ,0 }D x t x t h      1 2( , , 0)h   рассмотрим псевдо-

гиперболическое уравнение четвертого порядка с разрывными коэффициентами на линии 

0x  : 
 

2 ( , ) ( , ) ( , ),( , ) ( 1,2),i xxtt ttt i tt i i ia u u b x t u c x t u f x t x t D i       (1) 

 

где , ( , ), ( , ), ( , )( 1,2)i i i ia const b x t c x t f x t i   — заданные функции, а 

1 2( 0), ( 0).D D x D D x       

Задача 1. Найти функцию 
1( , ) ( ) ( ),u x t C D C D   удовлетворяющую уравнению (1) в 

областях ( 1,2)iD i  , краевым и начальным условиям 
 

1 1 2 2( , ) ( ), ( , ) ( ),0 ,u t t u t t t h       (2) 

 

1 2 3 1( ,0) ( ), ( ,0) ( ), ( ,0) ( ),0 ,t ttu x x u x x u x x x        (3) 

 

4 5 6 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0,t ttu x x u x x u x x x         (4) 
 

где ( ), ( )( 1,2; 1,6)i jt x i j     заданные функции, причем 

 

1 1 1 2 4 2 1 2 1

2 5 2 1 4 1 4

2 5 3 6

(0) ( ), (0) ( ), (0) ( ),

(0) ( ), (0) (0) 0, (0) (0),

(0) (0), (0) (0).

     

     

   

   

      

 

 

(5) 

 

Из постановки задачи 1 заключаем, что на линии 0x   выполняются следующие 

условия сопряжения: ( 0, ) ( 0, ) ( ), ( 0, ) ( 0, ) ( ),0 ,x xu t u t t u t u t t t h            ( ), ( )t t  — 

пока неизвестные функции. 

Решение задачи 1 можно свести к решению двух вспомогательных задач. 

Задача 2. Найти функцию 1( , ) ( ),u x t C D  удовлетворяющую уравнению 
 

2

1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ),( , ) ,xxtt ttt tta u u b x t u c x t u f x t x t D      (6) 

 

начальным условиям (3) и краевым условиям 
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1 1(0, ) ( ), ( , ) ( ),0 ,xu t t u t t t h      (7) 
 

Причем 
 

1 1 3 1(0) (0), (0) ( ).       (8) 
 

Задача 3. Найти функцию 2( , ) ( ),u x t C D  удовлетворяющую уравнению 
 

2

2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( , ),( , ) ,xxtt ttt tta u u b x t u c x t u f x t x t D      (9) 

 

начальным условиям (4) и краевым условиям 
 

2 2( , ) ( ), (0, ) ( ),0 ,u t t t u t t t h       (10) 

 

причем 
 

2 6 2 4(0) ( ), (0) (0) 0.         (11) 
 

Сначала рассмотрим задачу 2. Дважды интегрируя уравнение (6) по t от 0  до t  и 

учитывая начальные условия (3) имеем: 
 

2 * *

1 1 1 1

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

t

xx ta u u b x t u x t c x u x d f x t        
(12) 

 

где 
*

1 1 1 1

* 2

1 1 2 3 1 2 1 1

2

1 1 2 1 1 1

0

( , ) 2 ( , ) ( )[ ( , ) ( , )],

( , ) [ ( ) ( ) ( .0) ( ) ( ,0) ( )]

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ) ( , ) .

t

t

c x b x t c x b x

f x a x x b x x b x x t

a x x b x x t f x d

     

    

     

    

    

    

  

Решая смешанную задачу для уравнения (12) с краевыми условиями (7) и начальным 

условием 1( , ) ( )u x o x , убеждаемся в том, что  ( , )u x t  является решением интегрального 

уравнения  
 

 

1 1

1

1

2 2

1 2 1 2 1 1

0 0

*

2 1 2 1

0 0 0

2 1

0 0

*

2 1 1 1

0 0

( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( )

( , ; ,0) ( ) ( , ; , ) ( , )

( , ; , ) ( , ) ( , )

( , ; , ) ( , ) ( , ) ,

t t

t

t

t

u x t a G x t d a G x t d

G x t d d G x t f d

d G x t b u d

d G x t d c u d

       

         

       

        

   

  

 



 

  

 

 

 

(13) 

 

где
1 1 1 1

1 1

( , ; , ) [ ( , ;4 , ) ( , ;4 , ) ( , ;4 2 , )

( , ;4 2 , )]

n

G x t U x t n U x t n U x t n

U x t n

       

 





       

   


  

функция Грина смешанной задачи для уравнения теплопроводности [1], а  
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2

22
11

1 ( )
exp , ,

4 ( )( , ; , ) 2 ( )

0 , .

x
t

a tU x t a t

t




   



  
   

   




 

Пусть 

1

2

2 1 1 2 1 1

0 0

*

2 1

0 0

*

2 1 2 1 1 1 2

1 ( , ; ,0) ( ) ( , ; , ) ( )

( , ; , ) ( , )

(

,

( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ).

, )

t t

t

t

G x t d a

t

x G x t d

d G x t f d

K x t c G x d b G

t

x t





       

     

          

  



 

  

 



 

Тогда уравнения (13) запишется в виде 
 

1

2

1 1 2 1

0 0 0

( , ) ( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( , ) .

t t

u x t x t a G x t d d K x t u d                
(14) 

 

Уравнение (14) можно рассматривать как интегральное уравнение типа Вольтера 

второго рода относительно ( , )u x t . Поэтому, обращая интегральное уравнение (14) второго 

рода относительно ( , ),u x t  будем иметь:  
 

2 1

0

( , ) ( , ) ( , ; ) ( ) ,

t

u x t x t H x t d        
(15) 

 

где  

1

2 1 1 1

0 0

2 2

1 1 1 2 1 1 1 1

0

( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) ,

( , ; ) ( , ;0, ) ( , ;0, ) ( , ; , ) ,

t

t t

x t x t d R x t d

H x t a G x t a d G R x t d


     

        

    

 

 

 

 

1( , ; , )R x t   - резольвента ядра 1( , ; , ).К x t    

Полагая 0x   в (15), получаем соотношение между ( )t и ( ),t  принесенные из 

области 1 :D  
 

2 1

0

( ) (0, ) (0, ; ) ( ) .

t

t t H t d         
(16) 

 

Далее переходим к вспомогательной задаче 3. Как и в задаче 2, интегрируя уравнения 

(9) дважды по t от 0  до t  и с учетом начальных условий (4), имеем: 
 

2 * *

2 2 2 2

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

t

xx ta u u b x t u x t c x u x d f x t        
(17) 

 

где 
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*

2 2 2 2

* 2

2 2 5 6 2 4

2

2 4 5 2 4 2

0

( , ) 2 ( , ) ( )[ ( , ( , ],

( , ) [ ( ) ( ) ( ,0) ( )]

( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ) ( , ) .

t

t

c x b x t c x b x

f x t a x x b x x t

a x x b x x t f x d

     

  

     

    

   

    

 

Решая первую краевую задачу для уравнения (17) с начальным условием 

4( ,0) ( )u x x  и краевыми условиями 2 2( , ) ( ), (0, ) ( ),0 ,u t t u t t t h      имеем [2]: 
 

2 2

1

2

2

2 2

2 1 2 2 2 1

0 0

0 0

*

1 4 1 2

0

0

*

1 1 1 2

0 0

0

1 2

0

( , ) ( , ; , ) ( ) ( , ;0, ) ( )

( , ; ,0) ( ) ( , ; , ) ( , )

( , ; , ) ( , ) ( , )

( , ; , ) ( , ) ( , ) ,

t t

t

t

t

u x t a G x t d a G x t d

G x t d d G x t f d

d G x t c u d

d G x t b u d

 



       

         

       

       

 





   

  

 



 

  

  

 

 

(18) 

где  

 1 2 2( , ; , ) ( , ;2 , ) ( , ;2 , )
n

G x t U x t n U x t n     




      

Функция Грина первой краевой задачи для уравнения теплопроводности, а  

2

22
22

1 ( )
exp , ,

4 ( )( , ; , ) 2 ( )

0, , .

x
t

a tU x t a t

t




   



  
   

   




 

Пусть 

2

1

2

0

2

2 1 2 2 1 4

0

*

1 2

0

*

2 2 1 1 1 2

3

1

( , ; , ) ( ) ( , ; ,0 )( , ) ) (

( , ; , ) ( , ) ,

( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; , ).

t

t

t

a G x t d G x t d

d G x t f d

K x t c G x t d b x t

x t

G





       

     

          





   



 

  

 



 

Тогда уравнения (18) запишется в виде 
 

2

0

2

3 2 1 2

0 0

( , ) ( , ) ( , ;0, ) ( ) ( , ; , ) ( , ) .

t t

u x t x t a G x t d d K x t u d          


       

 

(19) 

 

Обращая уравнение (19) относительно ( , )u x t  будем иметь  
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4 2

0

( , ) ( , ) ( , ; ) ( ) ,

t

u x t x t H x t d        
(20) 

где  

2

0

4 3 2 3

0

2 2

2 2 1 2 1 1 1 1 1

( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) ,

( , ; ) ( , ;0, ) ( , ;0, ) ( , ; , ) ,

t

t t

x t x t d R x t d

H x t a G x t a d G R x t d 



     

        





    

 

 

 

 

2( , ; , )R x t   — резольвента ядра 2( , ; , ).К x t    

В силу того, что (0) 0,  функцию ( )  можно представить в виде 

0

( ) ( ) .s ds



      

Тогда соотношение (20) запишется в виде 
 

4

0

( , ) ( , ) ( , ; ) ( ) ,

t

u x t x t I x t s ds       
(21) 

 

где 
 

2( , ; ) ( , ; ) .

t

s

I x t H x t d     
(22) 

 

Функцию 1 ( , ;0, )G x t   представим в виде 

 

2

1 13 2
3 22
2

( , ;0, ) exp ( , ; ),
4 ( )

2 ( )

x x
G x t P x t

a t
a t

  


 

 
   

 

 
(23) 

 

где 

2

2 2
1 3 2

3 22
0 2

2ln ( 2ln )
( , ; ) exp .

4 ( )
2 ( )

n
n

x x
P x t

a t
a t




 






  
  

 

  

Тогда функцию (22) с учетом представления (23) можно записать в виде 
 

2
2

2

1

2
( , ; ) ( , ; ),

x

a t s

I x t s e d I x t s 








   

(24) 

 

где 
1

2

0

2

1 1 2 1 1 2 1 1( , ; ) ( , ; ) ( , ;0, ) ( , ; , ) .

t t t

s s

I x t s P x t d a d d G R x t d



         


      

Дифференцируя по x  соотношение (21), затем полагая 0x   и с учетом представления 

(24) будем иметь функциональное соотношение между функциями ( )t и ( ),t  принесенные 

из области 2 :D  
 

5 1

0 02

1 ( )
( ) ( ) ( , ; ) ( ) ,

t t

x

s
t t ds I x t s s ds

a t s


 




   


   

(25) 
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где 5 4( ) (0, ).xt t   

Исключая ( )t  из (16) и (25), получим интегро-дифференциальное уравнение  
 

6 1

0 02

1 1

0 0

1 ( )
( ) ( ) (0, ; )

(0, ; ) (0, ; ) ( ) ,

t

t

x

s ds
t t H t d ds

a s

H t d I s s ds






  

 

   


   





 

 

 

(26) 

 

где 6 2 1 5

0

( ) (0, ) (0, ; ) ( ) .

t

t t H t d       

Дифференцируя уравнение (26) будем иметь 
 

7

0

( ) ( ) ( , ) ( ) ,

t

t t H t s s ds       
(27) 

 

где  
*

11
7 6

1 2 1 2

1

*1 2 1 2
1 1

1 20 01 2

1

1 2
1

0 1 2

( , )
( ) ( ), ( , )

( ) ( )

(0, ( ) , )
( , ) (0, ; )

2( ) (1 )

(0, ( ) , ) .
( ) (1 )

t

t

s

t

x
t x

x

H t da
t t H t s

a a a a s

a a H s t s s a
d H t I s d

a aa a

a a t s
H s t s s d

a a


 

 


   

 


 

 

    
  

 
  

 


  

 



 



 

Обращая уравнение (27), найдем ( )t  и тем самим из 25 функцию ( )t . 

Тогда по формулам (15) и (20) определим решения вспомогательных задач  2 и 3. 

Таким образом, доказана 

Теорема 1. Пусть  
2 2

1 2 1 4 5 2

1

3 1 5 2 1 2

( ), ( ) [0, ], ( ), ( ) [ ,0],

( ) [0, ], ( ) [ ,0], ( ), ( ) [0, ],

( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ( )( 1,2)i i i i i

x x C x x C

x C x C t t C h

c x t f x t b x t b x t C D i

   

   

  

  

 

 

и выполняются условия (5), (8) и (11). Тогда решение задачи 1 существует и 

единственно. 

 

Заключение 

Методом функции Грина и интегральных уравнений доказаны существование и 

единственность решений задачи 2 и 3, и тем самим установлены справедливость теоремы 1.  
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