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Аннотация. Рассматривается система, состоящая из 2n уравнений с быстрыми 

переменными и одного уравнения c медленной переменной. Матрица первого приближения 

системы быстрых переменных имеет 2n попарно комплексно-сопряженных собственных 

значений. На устойчивость положения равновесия системы быстрых переменных влияют все 

собственные значения. В ранних исследованиях рассмотрены случаи, когда на устойчивость 

положения равновесия влияет только одна пара комплексно-сопряженных собственных 

значений. Решена задача на задержку решения системы быстрых переменных, вблизи 

возникшего неустойчивого положения равновесия. Определен отрезок времени задержки 

решения. 

 

Abstract. Considers a system consisting of 2n equations with fast variables and one equation 

with a slow variable. The first approximation matrix of the system of fast variables has 2n pairwise 

complex conjugate eigenvalues. The stability of the equilibrium position, a system of fast variables, 

is influenced by all eigenvalues. Early studies considered cases where the stability of 

the equilibrium position is affected by only one pair of complex conjugate eigenvalues. 

The problem of delaying the solution of a system of fast variables near an unstable equilibrium 

position has been solved. The delay time for the decision is determined. 
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Постановка задачи. Пусть рассматривается следующая система 
 

𝜀𝑥2𝑗−1
′ (𝑡, 𝜀) = (𝑦 − 𝛼𝑗)(𝑥2𝑗−1(𝑡, 𝜀) − 𝑦) − 𝑥2𝑗(𝑡, 𝜀) +

+𝑉2(𝑥1(𝑡, 𝜀) − 𝑦, 𝑥2(𝑡, 𝜀), … , 𝑥2𝑛−1(𝑡, 𝜀) − 𝑦, 𝑥2𝑛(𝑡, 𝜀))(𝑥2𝑗−1(𝑡, 𝜀) − 𝑦)

𝜀𝑥2𝑗
′ (𝑡, 𝜀) = 𝑥2𝑗−1(𝑡, 𝜀) + (𝑦 − 𝛼𝑗)𝑥2𝑗(𝑡, 𝜀) +

+𝑉2(𝑥1(𝑡, 𝜀) − 𝑦, 𝑥2(𝑡, 𝜀), … , 𝑥2𝑛−1(𝑡, 𝜀) − 𝑦, 𝑥2𝑛(𝑡, 𝜀))𝑥2𝑗(𝑡, 𝜀),

        

   

 

(1) 
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𝑦′(𝑡) = 1, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛, (2) 
 

где 0 < 𝜀 – малый вещественный параметр; 𝛼𝑗 ∈ 𝑅 – множество вещественных чисел и 

0 = 𝛼1 < 𝛼2 <  …  < 𝛼𝑛;  𝑡 ∈ 𝒟 = {𝑡 ∈ 𝐶 −   множество комплексных чисел, |𝑡| < 𝑟0 ∈

𝑅, 𝛼𝑛 < 1}, 𝑉(𝑥1 − 𝑦, 𝑥2, … , 𝑥2𝑛−1 − 𝑦, 𝑥2𝑛) = (𝑥1 − 𝑦)2 + 𝑥2
2 +  … + (𝑥2𝑛−1 − 𝑦)2 + 𝑥2𝑛

2  
 

с начальным условием 
 

𝑥2𝑗−1(𝑡0, 𝜀) − 𝑦(𝑡0) = 𝑥2𝑗−1
0 , 𝑥2𝑗(𝑡0, 𝜀) = 𝑥2𝑗

0  (3) 
 

система (1), в пространстве быстрых переменных, в точке (𝑦, 0, … , 𝑦, 0)  имеет 

положение равновесие. Матрица первого приближения системы (1), имеет собственные 

значения 𝜆2𝑗−1(𝑦) = 𝑦 − 𝛼𝑗 + 𝑖, 𝜆2𝑗(𝑦) = 𝑦 − 𝛼𝑗 − 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛.  

Таким образом, на устойчивость положения равновесия влияют все собственные 

значения, причем устойчивость положения равновесия нарушается при 𝑦 = 0, 𝜆2, … , 𝜆𝑛, т. е. в 

𝑛  точках. Рядом авторов рассмотрены случаи, когда устойчивость положения равновесия 

определяется одной парой, а в двумя парами комплексно-сопряженных, собственных 

значений, причем устойчивость положения равновесия теряется только в одной точке (𝑦 = 0). 

[1–6]. 

Определение. Если происходит смена устойчивости положения равновесия и при этом 

решение системы быстрых переменных не сразу покидает возникшее неустойчивое 

положение равновесие, а в течение конечного времени остается вблизи него, то будем 

говорить о том, что произошла задержка решения вблизи неустойчивого положения 

равновесия, кратко ЗР. 

Задача. Исследовать решение задачи (1), (3) на ЗР. 

Для решения поставленной задачи воспользуемся методами изложенного в [5–8]. 

Решение задачи: 

Следуя, решение задачи разделим на части: 

1. Преобразование исходного уравнения 

2. Геометрические построения и выбор путей интегрирования  

3. Аналитическая [6]. 

 

1. Преобразование исходного уравнения 

Далее, для простоты, аргументы неизвестной функции будем опускать. Решение 

уравнения (2) возьмём в виде  𝑦 = 𝑡 и в (1) введем новые неизвестные функции следующим 

образом 𝑥2𝑗−1 − 𝑦 = 𝑢2𝑗−1, 𝑥2𝑗 = 𝑢2𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛. Получим 
 

𝜀𝑢2𝑗−1
′ = (𝑡 − 𝛼𝑗)𝑢2𝑗−1 − 𝑢2𝑗 + 𝑉2(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢2𝑛)𝑢2𝑗−1 − 𝜀,

𝜀𝑢2𝑗
′ = 𝑢2𝑗−1 + (𝑡 − 𝛼𝑗)𝑢2𝑗 + 𝑉2(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢2𝑛)𝑢2𝑗 ,                

     
(4) 

 

𝑢2𝑗−1(𝑡0, 𝜀) = 𝑥2𝑗−1
0 − 𝑡0, 𝑢2𝑗(𝑡0, 𝜀) = 𝑥2𝑗

0  (5) 
 

В (4) первое уравнение умножив на (±𝑖), затем складывая на второе уравнение получим 
 

𝜀𝑧2𝑗−1
′ = (𝑡 − 𝛼𝑗 + 𝑖)𝑧2𝑗−1 + 𝑉2(𝑧1, … , 𝑧2𝑛)𝑧2𝑗−1 − 𝜀,

𝜀𝑧2𝑗
′ = (𝑡 − 𝛼𝑗 − 𝑖)𝑧2𝑗 + 𝑉2(𝑧1, … , 𝑧2𝑛)𝑧2𝑗 − 𝜀,             

 
(6) 

 

Условием 
 

𝑧2𝑗−1(𝑡0, 𝜀) = 𝑧2𝑗−1
0 , 𝑧2𝑗(𝑡0, 𝜀) = 𝑧2𝑗

0  (7) 
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где 𝑉(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧2𝑛) = 𝑧1 ∙ 𝑧2 +  … + 𝑧2𝑛−1 ∙ 𝑧2𝑛. 

Далее будем считать |𝑧2𝑗−1
0 | ≤ 𝑀1𝜀, |𝑧2𝑗

0 | ≤ 𝑀2𝜀. Здесь и далее буквами 𝑀1, 𝑀2, … будем 

обозначать положительных постоянных, не зависящих от 𝜀 .Задачу (6)-(7) заменим 

следующим 
 

𝑧2𝑗−1 = 𝑧2𝑗−1
 0 𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗−1(𝑡) − 𝐹2𝑗−1(𝑡0)

2𝜀 +
1
𝜀 ∫ (𝑉2 − 𝜀)

𝑡

𝑡0
𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗−1(𝑡) − 𝐹2𝑗−1(𝜏)

2𝜀 𝑑𝜏

𝑧2𝑗 = 𝑧2𝑗
 0 𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗(𝑡) − 𝐹2𝑗(𝑡0)

2𝜀 +
1
𝜀 ∫ (𝑉2 − 𝜀)

𝑡

𝑡0
𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗(𝑡) − 𝐹2𝑗(𝜏)

2𝜀 𝑑𝜏                         
 

(8) 

 

где обозначены 𝐹2𝑗−1(𝑡) = (𝑡 − 𝛼𝑗 + 𝑖)
2

, 𝐹2𝑗(𝑡) = (𝑡 − 𝛼𝑗 − 𝑖)
2
. 

 

2. Геометрические построения и выбор путей интегрирования 

Для геометрических построений используем линии уровня и свойства функций 

𝑅𝑒𝐹2𝑗(𝑡), 𝒥𝑚𝐹2𝑗(𝑡), 𝑅𝑒𝐹2𝑗−1(𝑡), 𝒥𝑚𝐹2𝑗−1(𝑡) . Функции 𝐹2𝑗(𝑡), 𝐹2𝑗−1(𝑡)  соответственно в 

точках 𝑡 = 𝛼𝑗 − 𝑖, 𝑡 = 𝛼𝑗 + 𝑖  имеют двухкратные нули и линии уровня функций 

𝑅𝑒𝐹2𝑗−1(𝑡), 𝒥𝑚𝐹2𝑗−1(𝑡), 𝑅𝑒𝐹2𝑗(𝑡), 𝒥𝑚𝐹2𝑗(𝑡) разветвляются в этих точках.  

Введем обозначения (𝑝0 2𝑗−1) = {𝑡 ∈ 𝒟, 𝑅𝑒𝐹2𝑗−1(𝑡) = 0} , (𝑝0 2𝑗) = {𝑡 ∈ 𝒟, 𝑅𝑒𝐹2𝑗(𝑡) =

0} (Рисунок 1). 

 
Рисунок 1. Разветвляющиеся линии (𝑝0 2𝑗−1), (𝑝0 2𝑗). 

 

Определим прямую (𝒫1): 𝑡2 =
1

𝑡0
(𝑡1 − 𝑡0), которая проходит через точки (𝑡0; 0), (−1; 0), 

причем будем считать 𝑡0 < −1.  

Часть (𝒫1) , соединяющую точки (𝑡0; 0), (−1; 0)  обозначим (𝐾1) . Часть ветви (𝑝01) , 

соединяющая точки (0; −1), (1; 0) обозначим (𝐾2). Определим (�̅�1), (�̅�2). Симметрию будем 

понимать относительно действительной оси. Область, ограниченный (𝐾1), (𝐾2), (�̅�1), (�̅�2) 

обозначим 𝒟0. С учетом дальнейших вычислений область 𝒟0 разделим на несколько частей. 

Для этого определим прямые (𝒫2): {𝑡 ∈ 𝒟,   𝑡1 − 𝑡2 − 1 + √𝜀 = 0}, 

(𝒫3): {𝑡 ∈ 𝒟,   𝑡1 − 𝑡2 − 1 + 𝑞1 = 0, 0 ≪ 𝑞1 ≪ 1 и не зависит от 𝜀}, 
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(𝒫4): {𝑡 ∈ 𝒟,   𝑡1 + 𝑡2 + 1 − √𝜀 = 0}, 

(𝒫5): {𝑡 ∈ 𝒟,   𝑡1 + 𝑡2 + 1 − 𝑞1 = 0} 

и прямые (�̅�𝑗) (𝑗 = 2, … ,5) симметричные к (𝒫𝑗) (𝑗 = 2, … ,5). 

 
Рисунок 2. Деление области 𝒟0. 

 

Прямыми (𝒫𝑗), (�̅�𝑗) (𝑗 = 2, … ,5)  область 𝒟0  разделяется на части 𝒟𝑗  (𝑗 = 1, … ,6) , 

�̅�3, �̅�4, �̅�5. 

Теперь выберем пути интегрирования для (8). Пути интегрирования выбираются 

согласно следующей леммы. 

Лемма. Пусть существует множество Π = {𝑝(𝑡0, 𝑡), (𝑝(𝑡0, 𝑡)) − аналитическая кривая,

соединяющая точки 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝒟} . Если ∀(𝑝(𝑡0, 𝑡)) ∈ Π , функции 𝑅𝑒𝐹𝑘(𝑡) (𝑘 = 1, … ,2𝑛)  не 

возрастают, и 𝜑(𝜏) ∈ 𝑄(𝒟), то интегралы  

𝒥𝑘(𝑡0, 𝑡, 𝜀) = ∫ 𝜑(𝜏)𝑒𝑥𝑝
𝐹𝑘(𝑡) − 𝐹𝑘(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏

(𝑝(𝑡0,𝑡))

 

ограничены при 𝜀 → 0. 

Доказательство. Пусть  по (𝑝(𝑡0, 𝑡))  функция 𝑅𝑒𝐹𝑘(𝜏)  строго убывает. По условию 

(𝑝(𝑡0, 𝑡))  аналитическая кривая, тогда уравнение (𝑝(𝑡0, 𝑡))  представима в виде 𝜏1 =

𝜏1(𝑠), 𝜏2 = 𝜏2(𝑠), где 𝑠 – длина кривой (𝑝(𝑡0, 𝑡)) и 0 ≤ 𝑠 < 𝑠0 < +∞. 

Теперь 𝒥𝑘(𝑡0, 𝑡, 𝜀)  представим так 𝒥𝑘(0, 𝑠, 𝜀) = ∫ 𝜑(𝜏(�̃�))𝑒𝑥𝑝
𝐹𝑘(𝑡(�̃�))−𝐹𝑘(𝜏(�̃�))

𝜀
(𝜏1

′ (�̃�) +
𝑠

0

𝑖𝜏2
′ (�̃�))𝑑�̃�. Отсюда имеем |𝒥𝑘| ≤ 𝑀 ∫ 𝑒𝑥𝑝

𝑅𝑒𝐹𝑘(𝑡(�̃�))−𝑅𝑒𝐹𝑘(𝜏(�̃�))

𝜀
𝑑�̃�

𝑠

0
 

Функция 𝑅𝑒𝐹𝑘(𝜏(�̃�)) строго убывает, то (𝑅𝑒𝐹𝑘(𝜏(�̃�)))
′

< 0. 

Тогда |𝒥𝑘| ≤ 𝑀1𝜀, 0 < 𝑀1 − не зависит от 𝜀. 

Случай, когда 𝑅𝑒𝐹𝑘(𝜏) постоянна рассматривается аналогично. Лемма доказана. 

Пусть (𝑝(𝑡0, 𝑡))  для 𝑧2𝑗−1  состоит: если 𝑡 ∈ 𝒟1⋃𝒟3⋃𝒟4⋃�̅�3⋃�̅�4 , то из части 

(𝐾1) [𝑡0, �̃�]; части прямой  (𝒫1): {𝑡1 − 𝑡2 − 1 + �̃�1 = 0, 0 ≤ �̃�1 ≤ 1 − 𝑡0};  

если 𝑡 ∈ 𝒟2⋃𝒟5⋃𝒟6⋃�̅�5, то из кривой (𝐾1) [𝑡0, (0; −1)]; части (𝐾2) [(0; −1); �̃�], части 

(𝒫2): {𝑡1 + 𝑡2 + 1 − �̃�2 = 0, √𝜀 ≤ �̃�2 ≤ 2} [�̃�, 𝑡]. 
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Пути для 𝑧2𝑗  выбираются симметричными, к путям для 𝑧2𝑗−1 . Нетрудно проверить, 

выбранные пути удовлетворяют условию леммы. 

3. Аналитическая. К (8) применим метод последовательных приближений, которые 

определим следующим образом 
 

𝑧2𝑗−1 𝑚 = 𝑧2𝑗−1
 0 𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗−1(𝑡) − 𝐹2𝑗−1(𝑡0)

2𝜀 +
1
𝜀 ∫ (𝑉𝑚−1

2 − 𝜀)
𝑡

𝑡0
𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗−1(𝑡) − 𝐹2𝑗−1(𝜏)

2𝜀 𝑑𝜏

𝑧2𝑗 𝑚 = 𝑧2𝑗
 0 𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗(𝑡) − 𝐹2𝑗(𝑡0)

2𝜀 +
1
𝜀 ∫ (𝑉𝑚−1

2 − 𝜀)
𝑡

𝑡0
𝑒𝑥𝑝

𝐹2𝑗(𝑡) − 𝐹2𝑗(𝜏)

2𝜀 𝑑𝜏                         
      

 

(9) 

𝑧2𝑗−1 0 ≡ 0, 𝑧2𝑗 0 ≡ 0, 𝑚 = 1,2, …, 

где 𝑉𝑚−1
2 = 𝑧1 𝑚−1 ∙ 𝑧2 𝑚−1 +  … + 𝑧2𝑛−1 1 ∙ 𝑧2𝑛 1 . 

Далее, как и в [6], проводится оценка и доказательство равномерной сходимости (9) в 

области 𝒟0. Последовательные приближения в 𝒟0 равномерно сходятся к некоторой функции 

𝑧(𝑡, 𝜀), которая является решением (8) и для этого решения справедлива оценка  
 

‖𝑧(𝑡, 𝜀)‖ ≤ 𝑀2 {
𝜀, 𝑡 ∈ 𝒟1⋃𝒟2,                                          

√𝜀, 𝑡 ∈ 𝒟3⋃𝒟4⋃𝒟5⋃𝒟6⋃�̅�3⋃�̅�4⋃�̅�5
              

(10) 

 

𝑡 ∈ (⋃(𝒟𝑗 ∪ �̅�𝑗)

5

𝑗=3

) ∪ 𝒟6 

Оценку (10) рассмотрим для 𝑡 ∈ 𝑅. Тогда  
 

‖𝑧(𝑡, 𝜀)‖ ≤ 𝑀2 {
𝜀, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 1 − √𝜀,

√𝜀, 1 − √𝜀 <  𝑡 ≤ 1  
         

(11) 

 

Из (11) вытекает, что решение (1) с условием (3) задерживается вблизи неустойчивого 

положения равновесия на отрезке [0;  1].  
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