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Аннотация. Построены регуляризирующие операторы по Лаврентьеву и установлены 

достаточные условия единственности решений систем линейных интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода на оси. 

 

Abstract. Regularizing operators according to Lavrentiev are constructed and sufficient 

conditions for the uniqueness of solutions to systems of linear Volterra integral equations of the first 

kind on the axis are established. 
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Одновременно рассматриваются следующие системы линейных интегральных 

уравнений вида 
 

, 

(1) 

 

 

(2) 

 

).(),()(),( −==
−

RttfdssustK

t

),,(,)(),(),(),( 0 −=+=+ 
−

RtutfdssstKt

t





Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 10. №5. 2024 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/102 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 16 

где — малый параметр, — известная  -мерная матричная функция, 

определенная на , f(t) — известная n-мерная вектор-функция, 

искомые -мерные вектор-функции. 

Различные вопросы интегральных уравнений исследовались во многих работах, в 

частности, в работе «Интегральные уравнения Вольтерра» представлен обзор результатов по 

интегральным уравнениям второго рода [1]. В работе «Линейные интегральные уравнения 

Вольтерра первого рода и третьего рода для линейных интегральных уравнений Вольтерра 

первого и третьего рода с гладкими ядрами» доказано существование 

многопараметрического семейства решений [2]. Лаврентьев М. М. рассмотрел интегральные 

уравнения и регуляризирующие операторы [3]. Доказаны теоремы единственности и 

построены регуляризирующие операторы по М. М. Лаврентьеву для систем линейных и 

нелинейных интегральных уравнений Вольтерра первого рода с негладкими матричными 

ядрами [4, 9]. Для систем нелинейных интегральных уравнений Вольтерра третьего рода 

доказаны теоремы единственности и построены регуляризирующие операторы по М. М. 

Лаврентьеву [5]. Для систем линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода 

доказаны теоремы единственности и построены регуляризирующие операторы по М. М. 

Лаврентьеву [6]. На основе нового подхода изучены вопросы существования и 

единственности решений для линейных и нелинейных интегральных уравнений Фредгольма 

третьего рода с многоточечными особенностями [7]. С помощью модификации подхода 

изучен один класс систем линейных и нелинейных интегральных уравнений Фредгольма 

третьего рода [6, 8]. Исследованы вопросы единственности решения одного класса линейных 

интегральных уравнений Фредгольма первого рода на оси [10]. В работе на основе 

модификацией метода доказаны теоремы единственности и построены регуляризирующие 

операторы по М. М. Лаврентьеву для решения систем линейных интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода на оси [4, 8]. 

Введем обозначения: 

1. Для векторов   определим скалярное произведение 

равенством и  норму ; 

2. Обозначим через C(R)- пространство всех функций непрерывных на R и обозначим 

через Сn(R) — мерных вектор-функций с элементами из С(R); 

3. Обозначим через C0(R) — пространство всех функций непрерывных и ограниченных 

на R и обозначим через Сn,0(R) — пространство всех n-мерных вектор-функций с 

элементами из С0(R) функций непрерывных и ограниченных для 

 определим норму  

4. Через - обозначим линейное пространство всех n-мерных дифференцируемых 

вектор-функций , удовлетворяющих условия: ,

, где М — положительная постоянная, зависящая от u(t), но не от t,

. 
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 сопряженная матрица к матрице K(t, t) и 
 

. 
(3) 

 

Предположим выполнения следующих условий: 

а) для K(t, s)=(kij(t, s)), i, j=1, 2, … n; , для фиксированного   

 где C(G)-пространство всех 

непрерывных функций на G; 

b)   при , где определена 

с помощью формулы (3); 

с) при для любых справедлива оценка 

где . 

Лемма 1. Пусть выполняются условия а), в) и X ) матричная функция Коши для 

системы , то есть 
 

=In 

(4) 

 

где - мерная единичная матрица. Тогда справедлива оценка  
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Доказательство. Для любого  имеем: 

 

 то есть  

Здесь мы учитывали условия a), b) и (4). Из последнего неравенства получим оценку 

(5). Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть выполняются условия а), b) и , где 
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(7) 

 

является  матричной резольвентой матричного ядра , и  

при всех   Тогда справедлива оценка где  

Доказательство. В силу условию леммы 2, (6) и оценку (5) имеем 

. 

Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Пусть выполняются условия а), b), c)  и  
 

 

(8) 

 

где  определена по формуле (7). Тогда справедлива оценка  

 
Доказательство. Ввиду условия а), b), c) b (7)  из (8) получим 

 
Лемма 3 доказана. 

Теорема. Пусть выполняются условия a), b), c), при всех , 

система (1)имеет решение  Тогда решение системы(2) при  

сходится в норме   При этом справедлива оценка 
 

где  

(9) 

 

Число M определена в лемме 2. 

Доказательство. В системе (2) произведем замену 
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(11) 

Используя матричную резольвенту 

 

 

(12) 

матричного ядра систему (11) сводим к эквивалентной системе  

 
Отсюда,  используя обобщенную формулу Дирихле, имеем 
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Подставляя (17) в (14) имеем (8). Аналогично, используя формулы (16) из (15) имеет 

 

Отсюда, интегрируя по частям, получим   

Далее, используя леммы 1 и 2, из (13) получим 

 
Отсюда, применяя неравенство Гронуолла-Беллмана и учитывая (10), имеем оценку 

(9).Теорема доказана. 

Следствие. Если выполняются условия  а), b), c).  и существует 

 такое, что при почти всех   то решение системы (1)  в пространстве 

единственно. 

Доказательство. Пусть  является решением системы (1) при 

f(t)=0. Умножая системы (1) скалярно справа и слева на  и складывая 

имеем 

 

где скалярное произведение  в . Отсюда имеем  
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