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Аннотация. При исследовании асимптотического поведения решений сингулярно 

возмущенных уравнений с аналитическими функциями применяются различные методы. 

Основная цель настоящей работы, провести комплексный анализ применяемых методов и 

разделить их по группам. Для реализации поставленной цели рассматривается скалярное, 

нелинейное уравнение первого порядка с начальным условием. Уравнение рассматривается в 

некотором круге, комплексной плоскости независимой переменной и действительная часть 

функции — коэффициент, при линейной неизвестной функции меняет свой знак с 

отрицательного на положительный на части отрезка действительной оси, содержащегося в 

круге. Вводится понятие области притяжения решения сингулярно возмущенного уравнения 

к решению нелинейного уравнения (вырожденного уравнения). Поставлена задача 

доказательства существования области притяжения. В процессе решения поставленной 

задачи применяемые методы разделены на три группы. 
 

Abstract.  When studying the asymptotic behavior of solutions to singularly perturbed 

equations with analytic functions, various methods are used. The main goal of this work is to 

conduct a comprehensive analysis of the methods used and divide them into groups. To achieve this 

goal, a scalar, nonlinear first-order equation with an initial condition is considered. The equation is 

considered in a certain circle, the complex plane of the independent variable, and the real part of the 

function — the coefficient, for a linear unknown function, changes its sign from negative to positive 

on part of the segment of the real axis contained in the circle. The concept of the domain of 
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attraction of the solution of a singularly perturbed equation to the solution of a nonlinear equation 

(degenerate equation) is introduced. The task is set to prove the existence of a region of attraction. 

In the process of solving the problem, the methods used are divided into three groups. 
 

Ключевые слова: сингулярно возмущенные уравнения, асимптотическое поведение, 

комплексный анализ, линии уровня, область притяжения, метод последовательных 

приближений, метод стационарной фазы, метод Лапласа. 
 

Keywords: singularly perturbed equations, asymptotic behavior, complex analysis, level lines, 

region of attraction, method of successive approximations, stationary phase method, Laplace 

method. 

 

При исследовании асимптотического поведения решений сингулярно возмущенных 

обыкновенных дифференциальных уравнений используются различные методы [1–5], 

сингулярно возмущенные уравнения с аналитическими функциями исследованы в [6–8].  

Основная цель настоящей работы, провести комплексный анализ применяемых методов 

в теории сингулярно возмущенных уравнений с аналитическими функциями и разделить их 

по группам. Для реализации цели и для простоты изложения рассмотрим уравнение 
 

𝜀𝑥′(𝑡, 𝜀) = 2(𝑡 + 𝑖)𝑥(𝑡, 𝜀) + 𝜀(1 + 𝑥2(𝑡, 𝜀)) (1) 
 

с начальным условием 

𝑥(𝑡0, 𝜀) = 𝑥0 (2) 
 

где 0 < 𝜀 – малый вещественный параметр; 

𝑡0, 𝑡 𝜖 𝒟 = {𝑡 𝜖 𝐶, |𝑡| < 𝑟0 𝜖 𝑅}, 𝐶, 𝑅 — множества комплексных и вещественных чисел;  

𝑖 = √−1 , 𝑡 = 𝑡1 + 𝑖𝑡2, 𝑡1, 𝑡2  — действительные переменные,  𝑥(𝑡, 𝜀)  — неизвестная 

скалярная функция, будем считать 𝑡0 ≪ −1. 

Задача: Исследовать асимптотическое поведение решения (1)–(2) в области 𝒟. 

Если в (1) положить 𝜀 = 0 , то получим невозмущенное уравнение. Невозмущенное 

уравнение, соответствующее (1), имеет решение 𝜉(𝑡) ≡ 0. 

В [8] введено понятие область притяжения. 

Определение 1. Если существует область 𝒟0 ⊂  𝒟  и  𝑥(𝑡, 𝜀)  решение задачи (1)–(2) 

определенное в 𝒟0 и выполняется соотношение 

∀𝑡 𝜖 𝒟0(𝑥(𝑡, 𝜀) → 𝜉(𝑡) ≡ 0 по 𝜀), 

то 𝒟0 называется областью притяжения решения 𝑥(𝑡, 𝜀) к решению 𝜉(𝑡) ≡ 0. 

Таким образом, основная задача заключается в доказательстве существования области 

притяжения.  

Задачу (1)–(2) заменим следующим (для удобства аргументы неизвестной функции 

будем опускать) 
 

𝑥 = 𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡)−𝐹(𝑡0)

𝜀
+ ∫ (1 + 𝑥2)

𝑡

𝑡0
𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡)−𝐹(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏, (3) 

 

где 𝐹(𝑡) = (𝑡 + 𝑖)2. 

Исследование асимптотического поведения решения уравнения (3) разделим на части: 

1. Геометрические построения и выбор путей интегрирования. 2. Аналитическая. 
 

Геометрические построения и выбор путей интегрирования 
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В данной части, с использованием линии уровней функций 𝑅𝑒𝐹(𝑡), 𝒥𝑚𝐹(𝑡), проведем 

геометрические построения.  

Определение 2.   Множества 

(𝑝) = {𝑡 𝜖 𝒟, 𝑅𝑒𝐹(𝑡) = 𝑝 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡}, 

(𝑞) = {𝑡 𝜖 𝒟, 𝒥𝑚𝐹(𝑡) = 𝑝 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡}, 

соответственно называются линии уровня функций 𝑅𝑒𝐹(𝑡), 𝒥𝑚𝐹(𝑡). 

Функция 𝐹(𝑡) не имеет особенностей в области 𝒟. Таким образом область 𝒟 полностью 

заполняется, взаимно ортогональными, линиями уровня функций 𝑅𝑒𝐹(𝑡), 𝒥𝑚𝐹(𝑡) [9-10]. Для 

наглядного представления расположения линии уровней рассмотрим линии уровня  

(𝑝0) = {𝑡 𝜖 𝒟, 𝑅𝑒𝐹(𝑡) = 0}, 

(𝑞0) = {𝑡 𝜖 𝒟, 𝒥𝑚𝐹(𝑡) = 0}. 

Линии (𝑝0), (𝑞0) разветвляются в точке (0; −1) (Рисунок 1). 
 

 
Рисунок 1. Разветвляющиеся линии уровня (𝑝0), (𝑞0) и их ветви 
 

Ветви (𝑝0), (𝑞0) обозначим (𝑝0𝑗), (𝑞0𝑗) (𝑗 = 1, 2). 

Линии (𝑝0), (𝑞0) область 𝒟 разделяет на четыре сектора (Рисунок 2, 3). 
 

 
 

Рисунок 2. Сектора Ω1𝑘 (𝑘 = 1,2,3,4) Рисунок 3. Сектора Ω2𝑘(𝑘 = 1,2,3,4). 
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Нетрудно проверить соотношения 

∀ 𝑡 𝜖 Ω11⋃Ω13 (𝑅𝑒𝐹(𝑡) ≤ 0), ∀ 𝑡 𝜖 Ω21⋃Ω23 (𝒥𝑚𝐹(𝑡) ≥ 0), 

∀ 𝑡 𝜖 Ω12⋃Ω14 (𝑅𝑒𝐹(𝑡) ≥ 0), ∀ 𝑡 𝜖 Ω22⋃Ω24 (𝒥𝑚𝐹(𝑡) ≤ 0). 

При этом равенства имеет место только на границах  секторов. Линии уровня (𝑝), (𝑞) 

(𝑝 ≠ 0, 𝑞 ≠ 0) являются гиперболами (Рисунок 4, 5). 

 

  
 

Рисунок 4. Линии (𝑝) 
 

Рисунок 5. Линии (𝑞) 

 

Возьмем прямую 𝑡2 =
1

𝑡0
(𝑡1 − 𝑡0). 

Эта прямая проходит через точки (𝑡0; 0), (0; −1). Часть прямой соединяющая эти точки 

обозначим (𝐾1) . Часть прямой {𝑡1 − 𝑡2 − 1 = 0}  соединяющая точки (0; −1) , (1;  0) 

обозначим (𝐾2). Область ограниченный (𝐾1), (𝐾2) и промежутком [𝑡0, 1] действительной оси 

обозначим 𝒟0 (Рисунок 6). 

 
 

Рисунок 6. Область 𝒟0. 

 

Деление области 𝒟0. 𝒟0 разделим исходя из следующих соображений: как и в теории 

сингулярно возмущенных уравнений, в окрестности начального значения 𝑡0 , должна 

появиться пограничная область [1–4]; точка 𝑡 = −𝑖, точка поворота [11], следовательно, по 
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мере приближения 𝑡  к этой точке меняется асимптотическое поведение решения 𝑥(𝑡, 𝜀) . 

Таким образом, надо определить окрестности точек 𝑡0 и (−𝑖). 

Определим прямую {𝑡2 = 𝑡1 − 𝑡0 + 𝜀𝑙𝑛𝜀} . Эта прямая с прямой 𝑡2 =
1

𝑡0
(𝑡1 − 𝑡0) 

пересекается в точке (𝑡0 +
𝑡0

1−𝑡0
𝜀𝑙𝑛𝜀,

1

1−𝑡0
𝜀𝑙𝑛𝜀),  а действительную ось пересекает в точке 

(𝑡0 − 𝜀𝑙𝑛𝜀, 0). 

Далее  определим прямые  

(𝑝1) = {𝑡1 − 𝑡2 − 1 + √𝜀} = 0, (𝑝2) = {𝑡1 − 𝑡2 − 1 + 𝑞} = 0,  

(𝑝3) = {𝑡1 + 𝑡2 + 1 − √𝜀} = 0, (𝑝4) = {𝑡1 + 𝑡2 + 1 − 𝑞} = 0. 

Определим точки 𝐵𝑗  (𝑗 = 1, … , 13) (Рисунок 7). 

 
Рисунок 7. Точки 𝐵𝑗  (𝑗 = 1, … , 13). 
 

Треугольник с вершинами (𝐵1𝐵2𝐵3) обозначим 𝒟1; четырехугольники (𝐵2𝐵3𝐵6𝐵4) – 𝒟2; 

(𝐵4𝐵5𝐵8𝐵10) – 𝒟3; (𝐵5𝐵6𝐵7𝐵8) – 𝒟4; (𝐵9𝐵10𝐵11𝐵12) – 𝒟5; (𝐵9𝐵12𝐵13𝐵7) – 𝒟6. 

Таким образом 𝒟1, 𝒟5 окрестности точек 𝑡0 и (0; −1). 
 

 
Рисунок 8. Области 𝒟j (j = 1, … , 6) 

 

Теперь определим пути интегрирования, которые определяются следующей леммой. 
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Лемма. Пусть 𝐹(𝑡) 𝜖 𝑄(𝒟)  ( 𝒟  – односвязная, ограниченная, открытая область, 

существует множество {𝑙(𝑡0, 𝑡), 𝑙(𝑡0, 𝑡) – гладкая или кусочно-гладкая линия Жордана}, где 

 𝑙(𝑡0, 𝑡)  – путь соединяющая точки 𝑡0, 𝑡 𝜖 𝒟 . Если ∀ 𝑙 (𝑡0, 𝑡) 𝜖 {𝑙(𝑡0, 𝑡)}  функция 𝑅𝑒𝐹(𝑡)  не 

возрастает, то интеграл |ℐ(𝑡0, 𝑡, 𝜀)| = |∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡)−𝐹(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0
| ограничен по множеству {𝑙(𝑡0, 𝑡)} 

при 𝜀 → 0. 

Доказательство. Пусть 𝑙(𝑡0, 𝑡) 𝜖 {𝑙(𝑡0, 𝑡)} и она состоит из частей 𝑙01(𝑡0, �̃�), 𝑙02(�̃�, 𝑡). 

Пусть ∀𝜏 𝜖 𝑙01(𝑡0, �̃�) (𝑅𝑒𝐹(𝜏) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) и ∀𝜏 𝜖 𝑙02(�̃�, 𝑡) (𝑅𝑒𝐹(𝜏) − убывает). 

По условию 𝐹(𝑡) 𝜖 𝑄(𝒟) , тогда  𝑅𝑒𝐹(𝑡)  – гармоническая функция. Известно [6], 

гармонические функции, свои заданные значения принимают на некоторых линиях и такими 

линиями являются линии уровня гармонических функций. 

Имеем 

 

|ℐ(𝑡0, 𝑡, 𝜀)| ≤ | ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏

𝑙01(𝑡0,�̃�)

| + | ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏

𝑙02(�̃�,𝑡)

| ≤ 

≤ 𝑒𝑥𝑝
𝑅𝑒𝐹(𝑡)

𝜀
∫ |𝑑𝜏|

𝑙01(𝑡0,�̃�)

+ ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝑅𝑒𝐹(𝑡) − 𝑅𝑒𝐹(𝜏)

𝜀
|𝑑𝜏|

𝑙02(�̃�,𝑡)

. 

 

По условию 𝑙01  и 𝑙02  гладкие Жордановы линии [10; 12] и их уравнения можно 

представить параметрически 𝜏 = 𝜏(𝑠), 𝛼1 ≤ 𝑠 ≤ 𝛽1(𝑙01), 𝜏 = 𝜏(𝜎), 𝛼2 ≤ 𝜎 ≤ 𝛽2 , причем 

𝑑𝜏 = 𝜏′(𝑠)𝑑𝑠, 𝑑𝜏 = 𝜏′(𝜎)𝑑𝜎 (|𝜏′(𝑠)|, 𝜏′(𝜎) − ограничены); 𝑅𝑒 𝐹(𝜏) − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на 𝑙01 и убывает 

на 𝑙02 и 𝑅𝑒 𝐹(𝑡0) = 0, тогда 𝑅𝑒 𝐹(𝑡) ≤ 0, 𝑅𝑒 𝐹(𝑡) − 𝑅𝑒 𝐹(𝜏) ≤ 0.  

Из сказанного вытекает ограниченность |ℐ(𝑡0, 𝑡, 𝜀)|. 

1. Если 𝑡 𝜖 𝒟1 ∪ 𝒟2 ∪ 𝒟3 ∪ 𝒟5 , то путь состоит из части: (𝐾1) [𝑡0, �̃�] , части прямой 

(𝒫1) = {𝑡1 − 𝑡2 − 1 + �̃� = 0, 0 ≤ �̃� ≤ 1 − 𝑡0} [�̃�, 𝑡]. 

2. Если 𝑡 𝜖 𝒟4 ∪ 𝒟6, то путь состоит из части: (𝐾1) [𝑡0, (0;  −1)], части (𝐾2) [(0; −1), �̃�], 

части прямой (𝒫2) = {𝑡1 + 𝑡2 + 1−�̃�1 = 0, √𝜀 ≤ �̃�1 ≤ 2} [�̃�, 𝑡]. 

1. Заметим кривые (𝐾1)  и (𝐾2)  и пути интегрирования выбраны исходя из 

расположений линии уровней функции 𝑅𝑒 𝐹(𝑡). 

2. Нетрудно проверить, по выбранным путям 𝑅𝑒 𝐹(𝑡) не возрастает.  

 

Аналитическая часть 

В данной части исследуем асимптотическое поведение решения уравнения (3) в 𝒟0. К 

(3) применим метод последовательных приближений, которые определим следующим 

образом 
 

𝑥𝑚 =  𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)

𝜀
+ ∫(1 + 𝑥𝑚−1

2 )

𝑡

𝑡0

𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,                  

𝑥0 ≡ 0, 𝑚 = 1, 2, …. 

(4) 

 

Согласно выбранных путей интегрирования оценим последовательные приближения 

(4).  

Сначала рассмотрим случай 1. 𝑡 𝜖 𝒟1 ∪ 𝒟2 ∪ 𝒟3 ∪ 𝒟5.  

Оценим первое приближение. Имеем 
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𝑥1 =  𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)

𝜀
+ ∫ 𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀

𝑡

𝑡0

𝑑𝜏 = 

= 𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)

𝜀
+ ∫ 𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀

�̃�

𝑡0

(𝐾1)

𝑑𝜏 + ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀

𝑡

�̃�
(𝒫1)

𝑑𝜏            

(5) 

 

1.1. Пусть 𝑡 𝜖 𝒟1 ∪ 𝒟2. Тогда из (5) получим 

𝑥1 =  𝑥0𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)

𝜀
+ ∫ 𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡) − (1 +
𝑖

𝑡0
)

2

𝜏1
2

𝜀

�̃�1

𝑡0

(1 +
𝑖

𝑡0
) 𝑑𝜏1 + 

+ ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − (𝜏1 + 𝑖(𝜏1 + �̃�))2

𝜀

𝑡1

�̃�1

(1 + 𝑖)𝑑𝜏1. 

Отсюда, переходя к модулю получим 

 

|𝑥1| ≤ |𝑥0| 𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2 − (𝑡2 + 1)2 − 𝑡0
2 + 1

𝜀
+ Ο(1) ∫ 𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1
𝑡0

2) 𝜏1
2

𝜀

�̃�1

𝑡0

𝑑𝜏1 + 

+Ο(1) ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2 − (𝑡2 + 1)2 + �̃�(2𝜏1 + �̃�)

𝜀

𝑡1

�̃�1

𝑑𝜏1.                                    

(6) 

 

В (6) первый интеграл обозначим ℐ1(𝑡0, 𝑡, 𝜀)  и к нему применим интегрирование по 

частям 

ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1
𝑡0

2) 𝜏1
2

𝜀

�̃�1

𝑡0

𝑑𝜏1 = 

= −
𝜀

1 −
1
𝑡0

2

∫
1

2𝜏1
𝑑𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1
𝑡0

2) 𝜏1
2

𝜀

�̃�1

𝑡0

= 

= −
𝜀

1 −
1
𝑡0

2

{[
1

2�̃�1
𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1
𝑡0

2) �̃�1
2

𝜀
−

1

2𝑡0
𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − 𝑡0

2 + 1

𝜀
]

+
1

2
∫

1

𝜏1
2 𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1
𝑡0

2) 𝜏1
2

𝜀

�̃�1

𝑡0

𝑑𝜏1}. 

По выбранным путям 𝑅𝑒𝐹(𝑡) = 𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 не возрастает, тогда  

𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1
𝑡0

2) 𝜏1
2

𝜀
 

 

ограничена при 𝑡0 ≤ 𝜏1 ≤ �̃�1 ≤ 1 − 𝑞 и (1 − 𝑞) – не зависят от 𝜀. Таким образом 
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ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀) ≤ Ο(𝜀), 𝑡 𝜖 𝒟1 ∪ 𝒟2. 
 

Второй интеграл, обозначая ℐ2(�̃�1, 𝑡1, 𝜀) получим 
 

ℐ2(�̃�1, 𝑡1, 𝜀) =
𝜀

�̃�
[𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 + �̃�(2𝑡1 + �̃�)

𝜀
− 𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 + �̃�(2�̃�1 + �̃�)

𝜀
]. 

 

Отсюда учитывая 

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 + �̃�(2𝑡1 + �̃�) = 0, 

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 + �̃�(2�̃�1 + �̃�) ≤ 0 

получим 
 

ℐ2(�̃�1, 𝑡1, 𝜀) ≤ Ο (
𝜀

�̃�
) 

(7) 

 

Для рассматриваемого случая 𝑞 ≤ �̃� ≤ 1 − 𝑡0, 0 ≪ 𝑞 ≪ 1, тогда 
 

ℐ2(�̃�1, 𝑡1, 𝜀) ≤ Ο(𝜀), 𝑡 𝜖 𝒟1 ∪ 𝒟2. 
 

Рассмотрим 𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2−(𝑡2+1)2−𝑡0
2+1

𝜀
. 

Функция (𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2) гармоническая, убывает на границе 𝒟1 от 𝑡0 до (𝑡0 − 𝜀𝑙𝑛𝜀; 0), 

тогда эта функция  наибольшее значение принимает в точке (𝑡0; 0), а наименьшее значение в 

точке (𝑡0 − 𝜀𝑙𝑛𝜀; 0).  

Учитывая сказанное получим 𝑒𝑥𝑝𝑙𝑛𝜀(−2𝑡0 + 𝜀𝑙𝑛𝜀) <  𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2−(𝑡2+1)2−𝑡0
2+1

𝜀
≤ 1, 𝑡 𝜖 𝒟1; 

𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2 − (𝑡2 + 1)2 − 𝑡0
2 + 1

𝜀
= Ο(𝜀𝑛), 𝑛𝜖𝑁, 𝑡 𝜖 𝒟2. 

На основе проведенных оценок получим 
 

|𝑥1| ≤ 𝑀1 {
1, 𝑡 𝜖 𝒟1;
𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟2.

 
(8) 

 

1.2. Пусть 𝑡 𝜖 𝒟3 ∪ 𝒟5. Для этого случая для (6), проведем соотвествующие вычисления. 

Сначала рассмотрим 𝑡 𝜖 𝒟3. В этом случае, при оценке интеграла ℐ1(𝑡0, 𝑡, 𝜀), воспользуемся 

методом Лапласа [10, 13, 14]. Обоснуем применимость метода Лапласа. Рассмотрим 

функцию  

𝜑(𝜏1) = − (1 −
1

𝑡0
2) 𝜏1

2 . 𝜑′(𝜏1) = −2 (1 −
1

𝑡0
2) 𝜏1 > 0  при 𝑡0 ≤ 𝜏1 ≤ �̃�1 ≤ √𝜀

𝑡0

1−𝑡0
 (𝑡0 <

−1), т. е. 𝑡 𝜖 𝒟3. 

Таким образом 𝜑(𝜏1) своего наибольшего значения достигает в точке 𝜏1 = �̃�1 ≤
√𝜀 𝑡0

1−𝑡0
. 

Тогда для ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀) справедлива асимптотическая оценка 

ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀) ≤ 𝑒𝑥𝑝

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1
𝑡0

2) �̃�1
2

𝜀
∙

1

−2 (1 −
1
𝑡0

2) �̃�1

. 

Функция (𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2)   не возрастает, по выбранным путям интегрирования, 

следовательно  

𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 − (1 −

1

𝑡0
2) �̃�1

2 ≤ 0, �̃�1 ≤
√𝜀 𝑡0

1 − 𝑡0
. 
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Учитывая это, получим ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀) ≤ Ο(√𝜀), 𝑡0 ≤ �̃�1 ≤
√𝜀 𝑡0

1−𝑡0
. 

Эта оценка верна для границы (𝐵4𝐵10) области 𝒟3.  

При оценке интеграла ℐ2(�̃�1, 𝑡1, 𝜀) получается оценка, аналогичная оценке (7). Только в 

этом случае √𝜀 ≤ �̃� ≤ 𝑞. 

Тогда ℐ2(�̃�1, 𝑡1, 𝜀) ≤ Ο(√𝜀). 

Также  𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2−(𝑡2+1)2−𝑡0
2+1

𝜀
= Ο(𝜀𝑛), 𝑛 𝜖 𝑁, 𝑡 𝜖 𝒟3. 

Подведя итог, получим оценку 
 

|𝑥1| ≤ 𝑀1√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟3 (9) 
 

Если 𝑡 𝜖 𝒟5, то к ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀)  применим метод Лапласа. Только в этом случае 𝜑′(𝜏1) = 0 

при 𝜏1 = 0 и 𝜑′′(0) = −2 (1 −
1

𝑡0
2) < 0. 

Для ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀)  справедлива асимптотическая оценка 

ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀) = 𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2−(𝑡2+1)2

𝜀
[

𝜋𝑡0
2𝜀

4(𝑡0
2−1)

]
1

2⁄

. 

При 𝑡 𝜖 𝒟5 функция (𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2) своего наибольшего значения принимает в точке  

𝐵10 (
√𝜀 𝑡0

1−𝑡0
;  −1 +

√𝜀 

1−𝑡0
) и это значение равно 𝜀

1+ 𝑡0

1−𝑡0
. 

 

Таким образом ∀𝑡 𝜖 𝒟5  (𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2−(𝑡2+1)2

𝜀
≤ 𝑒𝑥𝑝

1+ 𝑡0

1−𝑡0
). 

На основе проведенных оценок получим ℐ1(𝑡0, �̃�1, 𝜀) ≤ 𝑀1√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟5. 

Далее, при оценке учтем ∀𝑡 𝜖 𝒟5  (𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2−(𝑡2+1)2+�̃�(2𝜏1+�̃�)

𝜀
≤ 1). 

Тогда ℐ2(�̃�1, 𝑡1, 𝜀) ≤ 𝑡1 − �̃�1 ≤ 𝑀0√𝜀. 

Итого, имеем 
 

|𝑥1| ≤ 𝑀1√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟5 (10) 
 

На основе (8), (9), (10) имеем 
 

|𝑥1| ≤ 𝑀1 {

1, 𝑡 𝜖 𝒟1;             
𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟2;             

√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟3 ∪ 𝒟5.

 

(11) 

 

Для рассматриваемого случая оценим последующие приближения. Применяя метод 

индукции и проведя соответствующие вычисления, получим оценку 
 

|𝑥𝑚| ≤ 𝑀2 {

1, 𝑡 𝜖 𝒟1;                              
𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟2;                              

√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟3 ∪ 𝒟5, 𝑀1 < 𝑀2,

 

(12) 

 

𝑚 = 1, 2, …. 

Для доказательства сходимости последовательных приближений достаточно оценить 

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1| [12]. 

Такие оценки проведены в [6, 7].  

Справедлива оценка 
 

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1| ≤ (𝑀3𝜀)𝑚−1, 𝑚 = 2, 3, … , 𝑡 𝜖 𝒟1 ∪ 𝒟2 ∪ 𝒟3 ∪ 𝒟5. (13) 
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Из (13) вытекает равномерная сходимость {𝑥𝑚}  к которой функции 𝑥(𝑡, 𝜀) , которая 

является решением (3). Если учесть (10), для этого решения справедлива оценка 
  

|𝑥(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀1 {

1, 𝑡 𝜖 𝒟1;          
𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟2;          

√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟3 ∪ 𝒟5,

 

(14) 

 

Если 𝑥(𝑡, 𝜀)  – решение (1)-(2) рассмотреть вдоль (𝐾1)  от точки 𝑡0  до (0; −1) , то 

согласно (14), в точке (0; −1) для 𝑥(𝑡, 𝜀) справедлива 
 

|𝑥(−𝑖, 𝜀)| = |𝑥1
0| ≤ 𝑀1√𝜀. (15) 

 

Таким образом, с учетом (15), решение уравнения (1) можно представить в виде  
  

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥1
0𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡)

𝜀
+ ∫(1 + 𝑥2(𝜏, 𝜀))

𝑡

−𝑖

𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏                  

(16) 

 

где 𝐹(𝑡) = 2 ∫ (𝜏 + 𝑖)𝑑𝜏 =
𝑡

−𝑖
(𝑡 + 𝑖)2. (16) будем рассматривать для 𝑡 𝜖 𝒟4 ∪ 𝒟6. 

Путь интегрирование состоит из части: (𝐾2) [(0; −1), �̃�], прямой  

(𝒫2) = {𝑡1 + 𝑡2 + 1−�̃�1 = 0, √𝜀 ≤ �̃�1 ≤ 2} [�̃�, 𝑡]. 

К (16) применим метод последовательных приближений, которые определим 

следующим образом 
 

𝑥𝑚 =  𝑥1
0𝑒𝑥𝑝

𝐹1(𝑡)

𝜀
+ ∫(1 + 𝑥𝑚−1

2 )

𝑡

−𝑖

𝑒𝑥𝑝
𝐹1(𝑡) − 𝐹1(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,  

(17) 

 

𝑥0 ≡ 0, 𝑚 = 1, 2, …. 

Как и в предыдущих случаях проведем оценку и докажем равномерную сходимость 

(17). Сначала (17) рассмотрим на границе (𝐾2) области 𝒟5 ∪ 𝒟6. 

Оценим первое приближение. Имеем  
 

𝑥1 =  𝑥1
0𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡)

𝜀
+ ∫ 𝑒𝑥𝑝

𝐹(�̃�) − 𝐹(𝜏)

𝜀

�̃�

−𝑖
(𝐾2)

𝑑𝜏,   

 

(18) 

 

В (18), к интегралу, который обозначим ℐ12(−𝑖, �̃�, 𝜀) , применим метод стационарной 

фазы [10, 13]. 

𝐹(𝜏) = −2𝑖𝑡1(𝑡2 + 1) = −2𝑖(𝑡2 + 1)2. 

Определим функцию  𝜑1(𝜏2) = −2𝜏1
2, 

𝜑1(𝜏2) при 0 ≤ 𝜏1 ≤ 𝑡1
2 в точке 𝜏1 = 0 имеет стационарную точку и 𝜑1

′′(𝜏1) = −4 < 0. 

Тогда 

∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀

�̃�

−𝑖

𝑑𝜏 = ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 2𝑖𝜏1

2

𝜀

�̃�1

0

(1 + 𝑖)𝑑𝜏1 =  

= 𝑒𝑥𝑝
𝐹1(𝑡)

𝜀
{(1 + 𝑖) {

𝜋𝜀

−8
}

1
2

𝑒𝑥𝑝 (−𝑖
𝜋

4
) + Ο(√𝜀)}. 
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Таким образом |ℐ12(−𝑖, �̃�, 𝜀)| ≤ Ο(√𝜀). 

Если учесть |𝑥1
0| = Ο(√𝜀), то 

 

|𝑥1| ≤ 𝑀1√𝜀, 𝑡 𝜖 (𝐾2) (19) 
 

Для 𝑥2 имеем |𝑥2| ≤ |𝑥1| + Ο(1) ∫ |𝑥1|2�̃�1

0
𝑑𝜏1 ≤ 𝑀1√𝜀 + 𝑀2𝜀 = √𝜀(𝑀1 + 𝑀2√𝜀) ≤ 𝑀2√𝜀, 

при условии √𝜀 ≤
𝑀2−𝑀1

𝑀2
. 

|𝑥3| ≤ |𝑥1| + 𝑀2
2 ≤ √𝜀𝑀2,  

если √𝜀 ≤
𝑀2−𝑀1

𝑀2
2 . 

Продолжая процесс, получим 
 

|𝑥𝑚| ≤ √𝜀𝑀2, ∀𝑡 𝜖 (𝐾2), 𝑚 = 1, 2, …. (20) 
 

Далее проведем оценку |𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1| (𝑚 = 2, 3, … ). 

|𝑥2 − 𝑥1|  ≤ Ο(1) ∫ |𝑥1|2�̃�1

0
𝑑𝜏1 ≤ 𝑀3𝜀, 

|𝑥3 − 𝑥2|  ≤ Ο(1) ∫ |𝑥2 − 𝑥1|||𝑥2| + |𝑥1||
�̃�1

0
𝑑𝜏1 ≤ 𝑀3𝜀 ∙ 2𝑀2√𝜀, 

|𝑥4 − 𝑥3|  ≤ Ο(1) ∫ |𝑥3 − 𝑥2|||𝑥3| + |𝑥2||
�̃�1

0
𝑑𝜏1 ≤ 𝑀3𝜀 ∙ (2𝑀2√𝜀)

2
. 

Таким образом  

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1| ≤ 𝑀3𝜀 ∙ (2𝑀2√𝜀)
𝑚−2

, 𝑚 = 2, 3, …. 

Полученная оценка показывает равномерную сходимость {𝑥𝑚} (∀𝑡 𝜖 (𝐾2)), к некоторой 

функции 𝑥(𝑡, 𝜀), которая является решением (16). Если учесть (20), то для этого решения 

справедлива оценка 
 

|𝑥(𝑡, 𝜀)| ≤ √𝜀𝑀2, 𝑡 𝜖 (𝐾2). (21) 
 

На основе оценки (21), уравнение (16) можем заменить на следующее 
 

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥2
0𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡) − 𝐹(�̃�0)

𝜀
+ ∫(1 + 𝑥2)

𝑡

�̃�0

𝑒𝑥𝑝
𝐹(𝑡) − 𝐹(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏 

(22) 

 

где 𝑥(�̃�0, 𝜀) = 𝑥2
0, принимает значения от точки �̃�0 (

√𝜀

2
+ 𝑖 (−1 +

√𝜀

2
)) до (1; 0), 𝑡 𝜖 𝒟4 ∪

𝒟6. (22) — уравнение с непрерывно меняющимся начальным условием. К (22) применим 

метод последовательных приближений, которые определяются как и в предыдущих случаях. 

Сначала последовательные приближения оценим для 𝑡 𝜖 𝒟6 . В этом доминирующим 

является выражение 𝑥2
0𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡)−𝐹(�̃�0)

𝜀
 и получается оценка |𝑥𝑚| ≤ 𝑀3√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟6. 

Доказательство сходимости проводится как и в предыдущих случаях и справедлива 

оценка  
 

|𝑥(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀3√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟6. (23) 
 

Пусть 𝑡 𝜖 𝒟4 . При оценке последовательных приближений, учтём, что  

|𝑥2
0𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡)−𝐹(�̃�0)

𝜀
| = |𝑥2

0|𝑒𝑥𝑝
𝑡1

2−(𝑡2+1)2

𝜀
, 

причем  𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)2 ≤ −√𝜀𝑞  и 0 < 𝑞 – не зависит от 𝜀. 
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Тогда |𝑥2
0𝑒𝑥𝑝

𝐹(𝑡)−𝐹(�̃�0)

𝜀
| = Ο(𝜀𝑛), 𝑛 𝜖 𝑁. 

Для 𝑥𝑚(𝑡, 𝜀) справедлива оценка |𝑥𝑚| ≤ 𝑀3𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟4. 

{𝑥𝑚} (∀𝑡 𝜖 𝒟4)  равномерно сходится к некоторой функции 𝑥(𝑡, 𝜀) , которая является 

решением (22) и справедлива оценка 
 

|𝑥(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀3𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟4. (24) 
 

Учитывая (14), (23), (24) для решения задачи (1)-(2) получим оценку  
 

|𝑥(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀 {

1, 𝑡 𝜖 𝒟1;                   
𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟2 ∪ 𝒟4;          

√𝜀, 𝑡 𝜖 𝒟3 ∪ 𝒟5 ∪ 𝒟6,

 

(25) 

 

Полученный результат сформулируем в виде следующей теоремы 

Теорема. Пусть рассматривается задача (1)-(2) для 𝑡 𝜖 𝒟 . Тогда существует область 

𝒟0 = ⋃ 𝒟𝑗
6
𝑗=1 ⊂ 𝒟  и решение 𝑥(𝑡, 𝜀) задачи (1)-(2), определенное в 𝒟0 и для этого решения 

справедлива оценка (25).  

Заметим, что область 𝒟0  содержит отрезок [𝑡0; 1]  действительной оси и функция 

𝑅𝑒(𝑡 + 𝑖) = 𝑡, на этом отрезке, меняет свой знак с отрицательного на положительное. 

Решение 𝑥(𝑡, 𝜀) → 0 (∀ 𝑡 𝜖[𝑡0; 1] по 𝜀). 

 

Заключение 

В данной работе, на одном примере сингулярно возмущенных уравнений, показано 

какие методы применяются для исследования асимптотического поведения сингулярно 

возмущенных уравнений. Совокупность методов можно разделить на следующие 

составляющие: 

М 1. Геометрические построения и выбор путей интегрирования, основанные на 

свойствах гармонических функций. 

М 2. Модифицированный метод последовательных приближений, который включает в 

себе последовательную замену начальных условий на непрерывно меняющихся начальных 

условий. 

М 3. Методы: Лапласа и стационарной фазы, асимптотической оценки интегралов 

содержащих большой, положительный параметр; Вейерштрасса, построение мажорантных 

рядов, для доказательства сходимости функциональных рядов; индукции; интегрирование по 

частям. 

М 1. близок к топологическим методам, а М 2 и М 3- аналитические.  
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